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Tensor tensión de Cauchy

T (n) = n · σ, T
(n)
j = σijni

(σ − λiI)ni = 0, |σ − λI| = 0

λ3 − I1λ2 + I2λ− I3 = 0

I1 = σkk

I2 =
1

2
(σiiσjj − σijσji)

I3 = det(σij)

σ′ = AσAT , σ′ij = aimajnσmn

Círculo de Mohr en tensión plana

σx′ =
σx+σy

2 +
σx−σy

2 cos 2θ + τxy sin 2θ,

σy′ =
σx+σy

2 − σx−σy

2 cos 2θ − τxy sin 2θ,

τx′y′ = − σx−σy

2 sin 2θ + τxy cos 2θ.

r =

√(
σx − σy

2

)2

+ τ2xy.

Relaciones tensión-deformación-temperatura

∂σij
∂xi

= 0, εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
.

σij = 2µεij + λεkkδij −
(
λ+

2

3
µ

)
α∆Tδij

εij =
1 + ν

E
σij −

ν

E
σkkδij + α∆Tδij

Tensión de Von Mises σVM

σVM =

√
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2

2
,

donde σ1, σ2, σ3, son la tensiones principales.
Energía de deformación en cuerpos elásticos

U =
1

2

∫
V

σ : ε dV.

Sistema lineal-elástico

δi =
∂U

∂Pi
, y φi =

∂U

∂Mi
,

Estados planos en coordenadas cartesianas

εx =
1

Ẽ
(σx − ν̃σy), σx =

Ẽ

1− ν̃2
(εx − ν̃εy),

εy =
1

Ẽ
(σy − ν̃σx), σy =

Ẽ

1− ν̃2
(εy − ν̃εx),

Tensión plana Deformación plana
ν̃ ν

ν

1− ν
Ẽ E

E

1− ν2

σz 0
νE

1− ν2
(εx − εy)

εz − ν
E

(σx + σy) 0

Función de tensiones de Airy

σxx =
∂2φ

∂y2
, σyy =

∂2φ

∂x2
, σxy = − ∂2φ

∂y∂x
.

∇4φ = φ,1111 + 2φ,1122 + φ,2222 = 0

Estados planos en coordenadas polares

σr,r +
1

r
τrθ,θ +

σr − σθ
r

= 0,

1

r
σθ,θ + τrθ,r +

2τrθ
r

= 0.

εr = u,r εθ =
u

r
+

1

r
v,θ γrθ =

1

r
u,θ + v,r −

v

r
Estado plano de tensiones

εr =
1

E
(σr − νσθ),

εθ =
1

E
(σθ − νσr),

γrθ =
1

G
τrθ.

Distribuciones de tensión axisimétricas

φ = C1 + C2 log r + C3r
2 + C4r

2 log r,

σr =
1

r
φ,r =

C2

r2
+ 2C3 + C4(2 log r + 1),

σθ = φ,rr = −C2

r2
+ 2C3 + C4(2 log r + 3).
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Cilindro de pared gruesa sometido a presión uniforme
C4 = 0

σr(r = a) = −pi, σr(r = b) = −pe.

u =
2(1− ν)

E
C3r −

(1 + ν)

E

C2

r
,

σr =
pia

2 − peb2

b2 − a2
+
a2b2(pe − pi)
r2(b2 − a2)

,

σθ =
pia

2 − peb2

b2 − a2
− a2b2(pe − pi)

r2(b2 − a2)
.

Pequeños agujeros circulares en placas tensionadas

σr = σ∞

[
1−

(
R

r

)2
]
, σθ = σ∞

[
1 +

(
R

r

)2
]
.

Discos rotantes, velocidad angular ω

σr =
3 + ν

8
ρω2

(
a2 + b2 − a2b2

r2
− r2

)
,

σθ =
3 + ν

8
ρω2

(
a2 + b2 +

a2b2

r2
− 1 + 3ν

3 + ν
r2
)
.

Cilindros rotantes, velocidad angular ω

σr =
3 + ν

8
ρω2

(
a2 + b2 − a2b2

r2
− r2

)
,

σθ =
3 + ν

8
ρω2

(
a2 + b2 +

a2b2

r2
− 1 + 3ν

3 + ν
r2
)
,

u = rεθ =
r

E

[
σθ − ν(σr + σz)

]
.

Deformación plana εz = 0

σz =
3− 2ν

4(1− ν)
νρω2

(
a2 + b2 − 2r2

3− 2ν

)
.

Deformación plana generalizada εz = cte∫ 2π

0

∫ b

a

σz r dr dθ = 0,

εz = −νρω
2

2E
(a2 + b2),

σz =
νρω2

4(1− ν)
(a2 + b2 − 2r2).

Discos rotantes de espesor variable, h = cr−β , c
y β constantes.

φ = C1r
q1 + C2r

q2 − 3 + ν

8− (3 + ν)β
c ρω2r3−β ,

σr =
C1

c
rq1+β−1 +

C2

c
rq2+β−1 − (3 + ν)ρω2r2

8− (3 + ν)β
,

σθ =
C1

c
q1r

q1+β−1 +
C2

c
q2r

q2+β−1 − (1 + 3ν)ρω2r2

8− (3 + ν)β
.

Discos delgados con temperatura no uniforme

σr = αE
1

r2

[
r2 − a2

b2 − a2

∫ b

a

Tr dr −
∫ r

a

Tr dr

]
,

σθ = αE
1

r2

[
r2 + a2

b2 − a2

∫ b

a

Tr dr +

∫ r

a

Tr dr − T r2
]
,

u =
α

r

[
r2(1− ν) + a2(1 + ν)

b2 − a2

∫ b

a

Tr dr + (1 + ν)

∫ r

a

Tr dr

]
.

Cilindros largos con temperatura no uniforme

σr =
αE

1− ν
1

r2

[
r2 − a2

b2 − a2

∫ b

a

Tr dr −
∫ r

a

Tr dr

]
,

σθ =
αE

1− ν
1

r2

[
r2 + a2

b2 − a2

∫ b

a

Tr dr +

∫ r

a

Tr dr − Tr2
]
,

u = rεθ =
r

E

[
σθ − ν(σr + σz)

]
+ rαT.

Extremo fijo, εz = 0:

σz =
αE

1− ν

[
2ν

b2 − a2

∫ b

a

Tr dr − T

]
,

u =
1 + ν

1− ν
α

r

[
(1− 2ν)r2 + a2

b2 − a2

∫ b

a

Tr dr +

∫ r

a

Tr dr

]
.

Extremo libre, εz = cte:

εz =
2α

b2 − a2

∫ b

a

Tr dr,

σz =
αE

1− ν

[
2

b2 − a2

∫ b

a

Tr dr − T

]
,

u =
1 + ν

1− ν
α

r

[
1−3ν
1+ν r

2 + a2

b2 − a2

∫ b

a

Tr dr +

∫ r

a

Tr dr

]
.
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Torsión
Eje sólido circular

σx = σy = σz = τrz = τrθ = 0, τθz = Gγθz = Gr
dφ

dz

Mt =

∫
A

r(τθz dA) = G
dφ

dz

∫
A

r2 dA = G
dφ

dz
Iz,

donde Iz =
∫
A
r2 dA.

dφ

dz
=

Mt

GIz
, φ =

∫
L

Mt

GIz
dz =

MtL

GIz

τθz =
Mt r

Iz

Eje hueco circular

Iz =
πr40
2

(
1− r4i

r40

)
=
πd40
32

(
1− d4i

d40

)
Energía de deformación torsional

U =
1

2

∫
V

1

G

(
Mtr

Iz

)2

dV =
1

2

∫
L

M2
t

GI2z
dz

∫
A

r2 dA

=
1

2

∫
L

M2
t

GIz
dz
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