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Unidad 1: Freno de cinta y freno de cinta & bloques

En los problemas desarrollados a continuacién no se tendran en cuenta los valores numéricos de
las fuerzas o coeficientes, se suponen que todas las variables internientes se encuentran expresadas
en el mismo sistema de unidades.

Ejemplo 1.2

Encuentre la relacion entre las tensiones T, = Tap v T, = Tpc (ver Figura 1) cuando se aplica
una fuerza F en el pedal del freno en: (a) el freno de cinta y (b) en el freno de cinta y bloques para
que el sistema se encuentre en equilibrio.

(a) Freno de cinta

Este problema esta desarrollado en el Capitulo 2 del libro de Crandall et al., An Introduction to
the Mechanics of Solids (in SI Units), 3ra Ed., Tata McGraw-Hill, New York, 2012.

El problema bajo analisis se muestra en la Figura 1(b). En una prueba en un motor, se suministra
una fuerza de frenado a través de un brazo de palanca EF' a una cinta de freno de acero CBAD que
estd en contacto con la mitad de la circunferencia de un volante de inercia de radio R. La banda
de freno tiene un espesor h, un ancho w y esta revestida con un material relativamente blando que
tiene un coeficiente dinamico de friccion f con respecto al volante giratorio.

/ Brake band

Braking force

=
T T, = 9,000 Ib
AD (c) BC (d)

Figura 1: (b) Esquema de un motor con freno de cinta. (¢) Diagrama de cuerpo libre del arco AB
del freno a cinta. (d) Diagrama de cuerpo libre de un pequeno segmento de la cinta en el tramo AB.
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Comencemos formulando nuestro modelo dibujando un bosquejo de cuerpo libre de la secciéon
AB de la banda de freno, que se muestra en la Figura 1(c). Existen fuerzas actuando en todos
los puntos de contacto entre la banda y el tambor. Estas fuerzas se muestran como componentes
normales y tangenciales a la superficie de contacto, donde asumimos que la componente tangencial
es causada por la friccion entre el volante de inercia y el revestimiento y, por lo tanto, se muestra
actuando en la misma direccién que el movimiento del volante de inercia. La Figura 1(d) muestra
un esquema de cuerpo libre de un elemento de la banda. En este esquema se supone que la fuerza
en la banda es una fuerza tangencial 1" que varia a lo largo de la circunferencia, cambiando por una
cantidad AT sobre la longitud RA6. La componente radial total de la fuerza sobre el elemento recibe
el simbolo AN, y la componente tangencial causada por la friccion es fAN. Supondremos que la
fuerza T es soportada enteramente por la banda de acero y no por el revestimiento, que fue descrito
como relativamente blando. Des esta forma, hemos especificado un modelo que es explicito en su
disposicion para soportar las cargas y, por lo tanto, deberia ser una base adecuada para calcular las
relaciones entre las tensiones T, = Tap y Ty = Tsc-

En la Figura 1(a) se muestra un diagrama esquemético del problema bajo analisis. Este problema
posee las siguientes condiciones de borde, representadas en la Figura 1(c),

T =0) =T, o

Si analizamos el diagrama de cuerpo libre de un pequeno elemento de cinta, Figura 2, tenemos
que la sumatoria de fuerzas en el equilibrio satisface la relacion > F = 0, ademas todas las fuerzas
se encuentran contenidas en el plano rf. Por lo tanto el equilibrio se logra si

A0 Af
Y F = AN = T'sin == — (T + AT) sin =~ =0,
Af A 2)
ZFQ = —TCOS7 — pgAN + (T—{—AT)COST =0,
donde obrservamos que hemos empleado g para describir el coeficiente de rozamiento dindmico o
cinético f, en inglés también se suele representar como py (coefficient of kinetic friction).

As
2

Figura 2: Motor con freno de cinta.

Ahora, del diagrama de la Figura 2 observamos que para un arco pequeno tenemos que Af < 1,
en el limite 0. Por lo tanto en el modelo del problema es posible realizar la siguiente aproximacién
Af A AL

cos— ~ 1 sin — ~ —.
2 ’ 2
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Es decir, podemos reescribir la Eq. (2) como

ZFT:AN—Tﬁ—(TJFAT)ﬁ:o,
2 2 (3)
> Fy=-T — paAN + (T + AT) =0

Realizando sobre la Eq. (3) algunas operaciones algebraicas elementales obtenemos

AN = TAf + AT% = TAO + O(A0?) =~ TAY,

AT = ,udAN — AFf.

(4)

La expresion obtenida, Eq. (4), nos dice que es posible aproximar a O(A#) el valor de AT, lo
cual es consistente con el analisis que venimos realizando sobre un pequenio elemento de cinta de
longitud de arco RA6. Por lo tanto, obtenemos

AT = 3 TA9, (5)

reagrupando los factores y tomando el limite cuando A# tiende a cero, obtenemos la siguiente EDO
de primer orden

i AT _dT
Abo AO  do

Reordenamos la Eq. (6), integramos y obtenemos la tension 7' expresada en términos de 6

1
/ FdT = / 1140,

= pdT. (6)

IHT:/,LdQ—i-Cl’ (7)
T = Cy etd?
donde Cy = €1 a ser determinada empleando las condiciones de borde dadas por la Eq. (1).
Entonces, se tiene
TO=0)=T,=Cy e’ = Cy=T,. (8)

Por lo tanto, la expresiéon resultante para la tension T' en funcion del angulo 6 se expresa como

T(0) =T, e'd| (9)

Empleando la condiciéon de contorno restante, es decir
T(0 = Onax) = Ty = T, eHdlmax (10)

nos permite finalmente obtener la relaciéon buscada entre las tensiones T, y Tp

= eMdYmax | 11
T, °© (11)

Mediante la aplicacién solo del equilibrio, hemos encontrado la fuerza en la cinta de freno y por lo
tanto el problema se dice que esta estaticamente determinado.

Es de notar que la Eq. (11) no depende de ningin parametro elastico de los materiales que
conforman la cinta o geométrico, solo es funcién del tipo de interaccion entre los materiales que
producen la fuerza de friccién a través del parametro .

Para un coeficiente pg = 0.4 se tiene que la relacion entre las tensiones para una cinta actuando
en media circunferenca (O,4c = 7) es de 3.51, mientras que si se da una vuelta (fsx = 27) es de
12.3! Este comportamiento de friccion es conocido y empleado en diferentes situaciones, por ejemplo
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los marineros lo usan para detener el movimiento de barcos grandes, simplemente dando vueltas
una cuerda alrededor de un pilote (si f5x = 47 la relacion es > 152).

2.29. A hawser from a ship is wrapped four times around a rotating capstan as shown in the
figure. The dockworker pulls with a force of 200 N. What is the maximum force the man can
exert on the boat if the coefficient of friction between the capstan and hawser is 0.3 ?

Figura 3: Problema 2.9 Crandall et. al, 2nd E. (1999).



(b) Freno de cinta & bloques

El freno de cinta puede estar revestido con bloques de madera u otro material, ver Figura 4. La
friccién entre los bloques y el volante de inercia proporciona una acciéon de frenado. El angulo de
apertura que posee cada bloque es Af. Consideremos ademaés que existen m bloques, perfectamente
sujetos a la cinta, en conjunto estos actiian sobre un angulo ® = mA#. Siendo pg el coeficiente de
fricciéon dindmica entre los bloques y el volante de inercia.

Figura 4: Volante de inercia con freno de cinta & bloques (izq.) y diagrama de cuerpo libre in-
dicando las fuerzas que acttian sobre la cinta debidas al bloque 1 (der.). http://mechstuff.com/
types-of-brakes-in-automobiles/

Ahora, analizemos el diagrama de cuerpo libre para uno de los bloques, consideremos el i-ésimo
bloque, Figura 4(der.). La condiciéon de equilibrio estd dada como

ZFeri—ﬂSin%—(ﬂ—i-ATi)sing =0,
Ab Ab (12)
ZFG = —ECOST—WANH-(E—FAE)COST = 0.

A diferencia de lo que sucede en el freno de cinta ahora no es posible considerar que Af es muy
pequeiio, por lo cual las expresiones para cos % y sin % no se pueden simplificar.
Entonces, si empleamos la definicion de T} que se muestra en la Figura 4(der.) obtenemos
A0 . A0
Y R=N — Tisin =~ = Tjsin - =0,
(13)
A0 . A0
ZFQ = —TZ-COST — ugAN; —|—T1'COST =0.

Reordenamos y agrupamos términos para despejar la normal y la fuerza de friccién actuando en el
i-ésimo bloque, es decir

o Af
N; = (T; + Ti)Sin77
) Ag (14)
ugN; = (T; = T;) cos -
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Llegados a este punto, mediante una simple operacién algegraica podemos obtener una relaciéon en
la cual no esté presente NN;, dada como

. Ad . Af

Md(Ti+T)Sln7 = (T: —Ti)COS?,
A0 (T T, 15
udtan2:(A)<1. (15)

—

2 (Gi+T)
t

Como podemos apreciar en la Ec. (16) la variable ¢ es una constante que no depende del bloque
bajo analisis. Esto nos permite describir la relaciéon entre las tensiones T; y T; de la siguiente forma

,_(T-T)
(H—Tz)
TZ( _t):TL( t)v
T, 1
i—ﬁ

La relaciéon entre las tensiones actuantes no depende del bloque que se esté considerando, siendo la

relacion entre ellas dada como

1+ pgtan 22
— Hd 2 — (O, (17)

S

A6
1 — pgtan 57

donde C' es una constante.

Si ademas, tenemos en cuenta que las fuerzas T;11 y T; son pares de fuerza de accién y reaccion
actuando a lo largo de la cinta entre dos bloques consecutivos, vemos que, es posible escribir las
siguientes igualdades entre las tensiones que acttian en los diferentes bloques

n T, Ty T Ty _1—udtan%_ ’
h_ B _ B T ltpatent (18)
T Tl TQ o Tm—l 1 — pgtan % ’
@_E_E_ Ty _1—|—,udtan%_c
Ta Tl TQ Tm—l l—ydtan% ’

donde se han considerado las condiciones de borde conocidas, es decir que la tensiéon en el primer
bloque es T, mientras que la tensién actuando en el m-ésimo bloque es Tj.
De la relacion expresada en la Ec. (18) se deduce que

T )
d_oc - h =0T,
T,
EZC%TQZCZTQ
Ty
T R 19
20— Ty =0T, (19)
15
T
b 0Ty =0mT,
Tmfl



obteniendo finalmente la relacién entre las tensiones T, y Tj

Ty 1+t\™
_— = TTL: —_— 2
T, ¢ (1—t) ’ (20)

es decir que en términos del coeficiente dinamico de friccion pg y del dngulo de apertura A6

m
T, _ 1+ patany 21)
T, 1—pg tan%

Relacion entre: frenos de cinta y de cinta & bloques

En este apartado nos interesa determinar la relacién existente entre las expresiones obtenidos
para los dos tipos de freno considerados en (a) y (b). Es decir entre la Eq. (11) y la Eq. (21), para
el supuesto de que es posible incrementar el niimero de bloques de tal forma que m > 1.

Como primer paso recordemos algunas relaciones matematicas empleadas en célculo diferencial,
en concreto al estudiar limite tenemos la propiedad del cociente de un limite de dos funciones dada
por

lim f(zx) _ h'mx_mf(x)’

z—a g(z)  limg_q g(z)
siempre que lim,_,, g(x) # 0 0 que exista una indeterminacion que pueda ser salvada empleando la
regla de L' Hopital. Ademas, nos convendra recordar la siguiente relacion

(22)

a\™ Q\—m
lim (1 + 7> = lim (1 - 7) = ¢ (23)
m—00 m m—00 m
Retomamos nuestro analisis inicial, es decir el nimero de bloques es m > 1, m > 20, en ese
caso es valido tomar tan % ~ %, por lo que la Eq. (21) puede ser aproximada como

Tb B 1+ Md% " (24)
Ta 1— pgt
Teniendo en cuenta que los bloques acttian sobre un angulo © = mA#, es posible expresar la Eq. (24)
en funcién del nimero m de bloques mediante la expresion

@ m
E_ L+ pay,, (25)
T, \1-me |
a Mde

Si consideramos el limite cuando el namero de bloques tiende a infinito tenemos que

e — eméxa
emé,x m
Do gy (ZFHOE ) s, (26)
a m—00 1— d énrzx

Donde hemos aplicado las propiedades de limite dadas en la Eq. (22) y la igualdad de la Eq. (23).

Concluimos que cuando el nimero de bloques se incrementa considerablemente, el efecto de
emplear un freno de cinta & bloques es equivalente a emplear un freno de cinta que posee una
relacion exponencial. Por lo cual es de esperar que este resultado sea empleado con frecuencia en
la industria dada la versatilidad que ofrece un freno de cinta & bloques desde un punto de vista
tecnologico, en relacion al mantenimiento, fabricacién mediante empleo de distintos materiales, entre
otros aspectos.



