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2.1 Analisis de cuerpos deformables

2.1 Analisis de cuerpos deformables

o Como se senal6 en la primer clase, el abordaje de un problema de
mecédnica aplicada comienza con la seleccién del sistema a analizar,
el cual es un punto de partida comin a las investigaciones
cientificas de cualquier campo.

o Este proceso de selecciéon generalmente es un proceso dual de
identificacion y simplificacion.

(a) Identificacion de un sistema, el cual representa una descripcién
razonablemente completa de las interrelaciones de la situacion fisica

real.
(b) Simplificacidn de este sistema, hasta tener un modelo que seamos
capaces de analizar.

e En este curso por defecto nos limitaremos a situaciones en las
cuales la aceleracion es cero y donde los movimientos del sistema
estan restringidos a deformaciones.
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2.1 Analisis de cuerpos deformables

e En consecuencia, cuando hayamos seleccionado nuestro modelo, se
lo analizard basados en los principios de la mecanica, que incluye
los siguientes pasos en el analisis de cuerpos deformables:

1. Estudio de fuerzas y requisitos de equilibrio.

2. Estudio de deformacion y condiciones de ajuste geométrico.

3. Aplicacién de las relaciones de fuerza-deformacién.

(2.1)
o Estos tres pasos llevan un ntimero de ecuacién porque son

fundamentales para todo trabajo en la mecénica de cuerpos
deformables; en este curso haremos frecuentes referencias a ellos.

@ Los problemas previos se limitaron a casos que involucraron solo el
primero de los tres pasos anteriores. En esta clase consideraremos
casos para los que el andlisis contendra los tres pasos anteriores.

e En el siguiente ejemplo vamos a ilustrar el empleo de la Ec. (2.1)
en el andlisis de cuerpos deformables.
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PRV IR NGNS Y L MG S (v A M 2.1 Analisis de cuerpos deformables

e Ejemplo 2.1: Un tabléon de madera muy ligero y rigido de longitud 2L
esta soportado por dos resortes idénticos de constante elastica k, como se
muestra en la Figura (a).

- Los resortes tienen una longitud h cuando la tabla descansa sobre ellos
(sin deformar).

- Suponga que un hombre se sube por la mitad de la tabla y comienza a
caminar lentamente hacia un extremo, Figura (b).
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2.1 Analisis de cuerpos deformables

e Ejemplo 2.1 (cont.):

& (Quisiéramos saber hasta dénde puede caminar antes de que un
extremo de la tabla toque el suelo; es decir, queremos saber la
distancia b, es decir, el momento preciso cuando el extremo
derecho E de la tabla hace contacto con el suelo.

- Se debe tener en cuenta que los resortes pueden ejercer tensién y
compresion.

- Comenzamos seleccionando un modelo para representar el sistema.
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PRV IR NGNS Y L MG S (v A M 2.1 Analisis de cuerpos deformables

o Ejemplo 2.1 (cont.):
o Nuestro modelo se muestra en las Figura (c).

©

o En este modelo, no consideramos una fuerza en el extremo derecho
FE porque estamos interesados en el caso limite, en el que la tabla
simplemente entra en contacto con el suelo.

o Representamos al hombre por su peso W ubicado a la distancia b
del centro.
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2.1 Analisis de cuerpos deformables

e Ejemplo 2.1 (cont.):
o Debido a que la tabla es liviana, despreciamos su peso; por ende los
resortes no ejercen fuerza sobre la tabla, siendo entonces h la
longitud libre de cada resorte.
o Finalmente, hemos asumido que la rigidez de la tabla es tal que
podemos considerar que permanece absolutamente recta, por lo
que las deflexiones de los resortes son como se ilustra en la Figura (d).
hY

@

- Ahora analizamos el modelo usando los tres pasos de la Ec. (2.1).
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PRV IR NGNS Y L MG S (v A M 2.1 Analisis de cuerpos deformables

Ejemplo 2.1 (cont.):

1. Equilibrio de fuerzas.

- Aplicando las condiciones al cuerpo libre de la tabla, Figura (c),
encontramos que

Y Fy=Fc+Fp-W=0, (al)
y
Y Mc = 2aFp — (a+b)W =0, (b1)
- Es decir .
a—
Fo=—5—W, (a2)
Mientras que
a+b
Fp==5—W. (b2)
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PRV IR NGNS Y L MG S (v A M 2.1 Analisis de cuerpos deformables

Ejemplo 2.1 (cont.):

2. Estudio de geometria de deformacién y requisitos de
compatibilidad geométrica

- Cuando la tabla permanece recta, vemos, en los tridngulos
equivalentes de la Figura (d), que las longitudes de los resortes
tienen la siguiente relacion

h_C_L+a
hD_L—a' (C)

- Ademss, las deflexiones de los resortes son

dc =h=hc,
5D=h_hD-

e QQ: Discuta la validez de la expresién (c). ; Qué hipétesis son
necesarias realizar?
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os deformables 2.1 Analisis de cuerpos deformables

Ejemplo 2.1 (cont.):

3. Relaciones entre fuerzas y deformacion

- Aqui, dado que ambos resortes tienen la misma constante de
resorte, las relaciones de deformacién de la fuerza se expresan como

Fe = kéc,

Fp = kép. ()

- Las ecuaciones (a — €) nos dan siete relaciones independientes para
las siete incognitas Fo, Fp, he, hp,dc,6p v b.
- Resolvemos estas ecuaciones para obtener

Fo la-bWw L+a .
0= = 2q 7 |Thhes|hmhop 0y (@)
F a+bW ..

] =h=bp=h- 7= |h- (i)
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PRV IR NGNS Y L MG S (v A M 2.1 Analisis de cuerpos deformables

Ejemplo 2.1 (cont.):

- Ahora reemplazamos hp en la primer expresién (i) y reordenamos
términamos para despejar b

a—b[_h_ h_a+by L+a
2a k 2¢ k |L-a’
a—-bW L-a-L-a a+bW L+a
20 k L-a 2¢ kK L-a’
W 4d’h WL+a
(o= =gty —o (i)
4a°hk
W =(a+b)(L+a)—-(a-0)(L-a),
142
awjlk=a(L+a—L+a)+b(L+a+L—a),
2
4‘%"“ =242 + 2L
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PRV IR NGNS Y L MG S (v A M 2.1 Analisis de cuerpos deformables

Ejemplo 2.1 (cont.):

- Finalmente, encontramos que el valor de b estd dado por

2
a” [ 2kh
b= f<—”,—1)

- Ademads, las deflexiones de los resortes en términos de b son
W b

o= (1-1).
w b

op = % (1 + a) .

e Q: Analizar §¢ para las situaciones a < b, a=by a >b.
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PRV IR NGNS Y L MG S (v A M 2.1 Analisis de cuerpos deformables

Ejemplo 2.1 (cont.):

Es posible realizar algunas consideraciones adicionales relacionadas con
(f), para ello escribimos dicha expresién como

b a*( h

—==|—-1)|<1 h
L 12 (W/ 2k ) ’ (b)

observando asi las proporciones adimensionales basicas del problema.

Siempre es una buena practica en cualquier problema de ingenieria
considerar el significado fisico de las cantidades adimensionales.

(W [2k)/[h es la relacién entre la deflexién de los resortes cuando el
hombre estéd entre los resortes, b = 0, y la longitud original de los

resortes. Por ende b

_— >
W [2k
Q: Muestre que para que el problema sea factible, es decir existe un valor

de b < L tal que exista contacto entre el punto del extremo derecho F de la
tabla y el suelo,

1.

W [2k a’

DY
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S9N 2.2 Esfuerzo y deformacién axial

2. Mecédnica de cuerpos

2.2 Esfuerzo y deformacion axial de una barra

@ Sea una barra cargada por dos fuerzas P en sus extremos, nos interesa el
movimiento relativo de los puntos de aplicacién de las dos fuerzas.

@ Es mads, considere la deformacion de tres varillas de material idéntico,
pero con diferentes longitudes y dreas de la seccién transversal.

(@)
@ Suponga que para cada barra la carga aumenta gradualmente desde cero,
y que a varios valores de la carga se mide el alargamiento §.
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2.2 Esfuerzo y deformacién axial

e Si el alargamiento maximo es muy pequeno (< L/1000), entonces
para la mayoria de los materiales los resultados de las tres pruebas

estardn representados por una grafica como:
P

Linear material Nonlinear material

F) é
e Las posiciones relativas de las tres curvas en cada gréfico son las
que esperariamos de la experiencia que hemos tenido con cuerpos
facilmente deformables como barras de goma.

e Q: Llésta forma de representar los datos experimentales, es dtil de
cara a obtener las caracteristicas de elongacién de carga uniaxial de
un material en particular? j Qué propuesta tiene para una mayor
racionalizacién de los resultados?
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P YRR S TG (WIS g sTe e (Sl g s EACEI 2.2 Esfuerzo y deformacién axial

@ Si la relacion de esfuerzo-alargamiento axial del material es lineal,
se expresa por la pendiente de la recta de la Figura (izq.).

%‘} : A

1,2,3
- <123

Linear material Nonlinear material

~|oy

s
L

o Esta pendiente se llama médulo de elasticidad o médulo de Young
y generalmente se denota con el simbolo E. En términos de las
coordenadas de la Figura, F se define por

P/A PL

= =5, (5 = E (22)

Ley de Hooke, en honor a Robert Hooke primero en describir este
comportamiento... jHa escuchado hablar de John Harrison (1693-1776)7?
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P YRR S TG (WIS g sTe e (Sl g s EACEI 2.2 Esfuerzo y deformacién axial

@ En un material lineal la relacién carga-alargamiento se puede expresar
mediante la simple relacién analitica de Ec. (2.2).

@ Si el material no es lineal, no serd posible representar la relaciéon
carga-alargamiento uniaxial por una sola constante.

@ Por esta razon, cuando los materiales son solo ligeramente no lineales, se
ha convertido en una practica comin aproximar los datos mediante una
linea recta con una pendiente que se ajustara al comportamiento no
lineal lo mejor posible (0.2 % deformacion plastica).d

@ El hierro fundido, el cobre y el zinc son ejemplos de materiales para los
que se encuentran valores tabulados del médulo de elasticidad. &

@ El uso de curvas de carga-alargamiento no lineales proporciona algunas
ideas que no se obtendrian si solo se trataran con materiales lineales.

@ Para la mayoria de los materiales, los experimentos con pequenas
deformaciones muestran que el acortamiento de una varilla, debido a una
fuerza de compresion, es igual a la extensiéon debida a una fuerza de
traccion de la misma magnitud. &

& Asumiremos, por tanto, que la Ec. (2.2) y curvas como las mostradas
representan el comportamiento tanto en compresién como en tension.
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PRV IR TN NGNS N L G IS (RN M 2.2 Esfuerzo y deformacién axial

e Curvas de tension-deformacién para tres aceros.
LYP: Lower Yield Point 2000 —
UYP: Upper Yield Point &
YS: Yield Strength

0 HT
s
@Y
A\N
o -7
3 =

26 cr |l

HR

0.006 0.010 0.014 0.018
0.004 0.008 0.012 0.016 0.020
Strain

0 0002

Stress-strain curves for three steels.

———— Mild steel, hot-rolled (1020 HR)

— — Mild steel, cold-rolled (1020 CR)

0.3% C, 0.5% Mn, 0.25% Si, 0.9% Cr, balance Fe (4130 HT)
Heat treatment: Oil quenched from 870°C, tempered at 315°C
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PRV IR TN NGNS N L G IS (RN M 2.2 Esfuerzo y deformacién axial

e Valores tipicos de E para algunos materiales.

Material E, psi E, kN/m?
Tungsten carbide 60-100 x 10° 410-690 x 106
Tungsten 58 x 10° 400 x 10
Molybdenum 40 x 106 275 x 108
Aluminum oxide 47 x 108 325 x 10°
Steel and iron 28-30 x 106 194-205 x 108
Brass 15 x 106 103 x 108
Aluminum 10 x 10° 69 x 108
Glass 10 x 106 69 x 108
Cast iron 10-20 x 10° 69-138 x 106
Wood 1-2 x 10° 6.9-13.8 x 10°
Nylon, epoxy, etc. 4-8 x 10* 27.5-55 x 10*
(Collagen 2-15 x 10° 13.8-103 x 107)
Soft rubber 2-8 x 10? 13.8-55 x 10?
[Smooth muscle 2-150 13.8—1034]
Elastin 50-100 345-690

e Q: jOpina que estos valores son fidedignos? j Por qué?
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2.3 Sist. estdt. determinados

2.3 Sistemas estaticamente determinados

e En algunos sistemas es posible determinar todas las fuerzas
involucradas, satisfaciendo solo los requisitos de equilibrio, sin
necesidad de considerar las deformaciones. Tales sistemas se
denominan estdticamente determinados.

e Son aquellos sistemas estaticos en los cuales las fuerzas resultantes
pueden obtenerse sin referencia a la geometria de la deformacién.

e Una estructura es estaticamente determinada (isostdtica) si se
pueden conocer sus fuerzas internas por medio de las ecuaciones de
equilibrio estatico, es decir, que puede analizarse bajo los
principios de la estatica.

o La cantidad de condiciones de respuesta de la estructura es igual a
las ecuaciones que se tienen que plantear para despejarlas, de
forma que resulta posible encontrar su comportamiento bajo este
método.
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2. Mecénica de cuerpos deformables BPRRESHEANCSEANE I TIS 1581 oF:Ye (o1:]

o Ejemplo 2.2: Ejercicio 1.8 - TP1.
En la figura se muestra un marco triangular de acero que soporta
una carga P = 20kN, colgada del punto D. El marco consiste de
dos barras de acero articuladas entre si, y a una pared vertical.

Considere: E =2 x 10" N /m?,
Ay = 5cm2, Ay = 200m2,
H =Ly = 3m.

@ Se pide:
a) Estimar el desplazamiento del punto D debido a la carga.
Rta. Ap = 1.8534mm.
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2. Mecénica de cuerpos deformables BPRRESHEANCSEANE I TIS 1581 oF:Ye (o1:]

e Ejemplo 2.2 (cont.): Ejercicio 1.8 - TP1.
- La barra L; se encuentra sometida a tracciéon y la barra L, a compresion.
- Calculamos las fuerzas sobre las barras L1 = BD y Ly, = CD

P, = 28.284kN, P, = 20kN.

28.3 kN
B \
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2. Mecénica de cuerpos deformables

e Ejemplo 2.2 (cont.): Ejercicio 1.8 - TP1.

- Estimamos los desplazamientos

5, = —21 = 1.2003mm,

\
Deformed
N

D. Millan (MoCCAI)
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Unloaded shape

~
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2.4 Sist. estdt. indeterminados

2.4 Sistemas estaticamente indeterminados

e Las estructuras indeterminadas (hiperestdticas) son aquellas en las
que la cantidad de incégnitas es superior a las ecuaciones de
equilibrio estatico.

e La ecuacién que especifica las condiciones para el desplazamiento
se conoce como una condicion de compatibilidad o condicion
cinemdtica.

e Las reacciones de soporte para problemas estaticamente
indeterminados se determinan satisfaciendo los requisitos de
equilibrio, compatibilidad geométrica y relacion de
carga—desplazamiento (Eq. (2.1)).

@ Se deben emplear las ecuaciones de compatibilidad geométrica de

deformaciones y las de fuerzas y desplazamientos (o leyes

constitutivas del material como § = £L),
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2. Mecéanica de cuerpos deformables PRZESTEANCSEIRETole (SIS 3 0ebbat:Yo (o1}

e Ejemplo 2.2 (cont.): Ejercicio 1.8 - TP1.
b) Calcular de forma precisa el desplazamiento del punto D debido a
la carga P.
c) Comparar las expresiones resultantes asi como los valores del
desplazamiento y de la deformacion axial.

Estimado Calculado
=6.1580x 10" | @ =6.1595x 10"
=7.8512x107" | ¢ =7.8512x10""
=28284x107" | £, =2.8202x 107"
=5.0000x 107" | & =4.9998 x 107°
=1.2003mm 61 =1.2007mm
8y = 0.1500mm 8 = 0.1500mm
Ap= 1.8534mm Ap=1.8539mm

Sn 0y 016 D)

- Relaciones entre deformaciones estimadas y las obtenidas teniendo
en cuenta las restricciones cinematicas reales

£ - - ~
€1 = L =51[1+51+0(5%)]7
1—51
= =E1-5+0E)]
1+e9
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2.5 Idealizaciones més comunes

2.5 ldealizaciones mas comunes

@ En ocasiones, el principio de superposicion se utiliza para
simplificar los problemas de esfuerzo y desplazamiento con cargas
complicadas. Esto se hace mediante la subdivision de la carga en
sus componentes, para después sumar los resultados
algebraicamente.

e La superposicién requiere que la carga se relacione linealmente con
el esfuerzo o el desplazamiento, y que la carga no cambie de
manera significativa la geometria original del elemento.

e Un problema es estdticamente indeterminado si las ecuaciones de
equilibrio no son suficientes para determinar todas las reacciones
en un elemento.

e Las condiciones de compatibilidad especifican las restricciones de
desplazamiento que se producen en los soportes u otros puntos de
un elemento.
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2. Mecénica de cuerpos deformables

Procedimiento de analisis
[R. Hibbeler, Mecanica de Materiales. pp. 138, 8va Ed., 2011]

e Las reacciones en los apoyos para problemas estaticamente
indeterminados se calculan al satisfacer los requerimientos de

equilibrio, compatibilidad y fuerza-desplazamiento para el
elemento.

La mayoria de las columnas de concreto
estan reforzadas con barras de acero;

y como estos dos materiales trabajan juntos
para soportar la carga aplicada,

las fuerzas en cada material se vuelven
estaticamente indeterminadas.

D. Millan (Mo
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P YRR ST (W 1TSS g sTe e (S il s AN 2.5 Idealizaciones més comunes

Procedimiento de analisis
[R. Hibbeler, Mecanica de Materiales. pp. 138, 8va Ed., 2011]
@ Equilibrio.

o Dibuje un diagrama de cuerpo libre del elemento a fin de identificar todas
las fuerzas que actiian sobre él.

o El problema se puede clasificar como estdticamente indeterminado si el
nimero de reacciones desconocidas en el diagrama de cuerpo libre es
mayor que el nimero de ecuaciones de equilibrio disponibles.

e Escriba las ecuaciones de equilibrio para el elemento.

@ Compatibilidad.

o Considere dibujar un diagrama de desplazamiento a fin de investigar la
forma en que los elementos se alargan o contraen al ser sometidos a las
cargas externas.

o Exprese las condiciones de compatibilidad en términos de los
desplazamientos causados por la carga.

@ Carga-desplazamiento.

o Use una relacién carga-desplazamiento, como 6 = PL/AE, para
relacionar los desplazamientos desconocidos con las reacciones.

o Despeje las reacciones de las ecuaciones de equilibrio y compatibilidad. Si
alguno de los resultados tiene un valor numérico negativo, entonces la
fuerza actia en sentido contrario al de la direccién indicada en el

diagrama de cuerpo libre.
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