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WE KEEP THE WORLD ROLLING

WE ARE MECHANICAL ENGINEERS



1. Introduccion

o En la Unidad 1 consideramos cuerpos deformables en los que se
suponia que las cargas y las deformaciones resultantes eran
unidireccionales.

e Ademds, encontramos la relacién entre la carga y la deformacion
resultante en términos de la forma del cuerpo y una propiedad del
material (el médulo de elasticidad F). Bajo el supuesto de que las
condiciones eran uniformes de un punto a otro.

e A medida que extendemos nuestro estudio de sélidos deformables
a casos mas comunes donde las condiciones no son uniformes,
descubriremos que es necesario estudiar el comportamiento en
elementos diferencialmente pequetios dentro del cuerpo.

e Al mismo tiempo, generalmente es necesario considerar aspectos
2D 6 3D del comportamiento del material. Por ejemplo, la
desviacién transversal de una viga en flexiéon depende de la
distribucién de la fuerza axial por unidad de area, tanto a lo largo

como a través de la viga.
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1. Introduccién

o Para derivar el comportamiento general de un cuerpo a partir de
las propiedades de elementos diferencialmente pequenos dentro del
cuerpo es preciso el uso de: equilibrio, compatibilidad geométrica y
las relaciones entre la fuerza y la deformacién.

o En esta y en la siguiente Unidad investigaremos la importancia de
nuestros tres principios basicos cuando se aplican al
comportamiento localizado del material en un punto dentro de un
cuerpo deformable.

e El equilibrio en un punto y la geometria de la deformaciéon en un
punto se consideran en las secciones restantes de esta Unidad, y
las relaciones entre la fuerza y la deformacién en un punto dentro
de un material real se discuten en el préximo capitulo.

o Las siguientes Unidades se construiran sobre esta base al examinar
la accién de estructuras de varias formas bajo una variedad de
cargas.
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1. Introduccién

o En esta Unidad se presentan y desarrollan los conceptos de tensién
y deformacion, que seran utilizados a lo largo del curso.

e La nocién de tensién como fuerza aplicada por unidad de superficie
y su relacién con la resistencia estructural se debe a Galileo.

e La definicién moderna de deformacién ingenieril como
alargamiento unitario se atribuye a Cauchy, aunque ciertamente
debia manejarse con anterioridad.
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1.1 Mecénica de medios continuos
1.1 Mecanica de medios continuos

e La mecédnica de medios continuos es una rama de la fisica
(especificamente de la mecdnica) que propone un modelo unificado
para la mecanica de sélidos deformables, sélidos rigidos y fluidos.

e El término medio continuo se usa tanto para designar un modelo
matematico, como cualquier porciéon de material cuyo
comportamiento se puede describir adecuadamente por ese modelo.

o El modelo ideal de un medio continuo considera que no hay
discontinuidades entre las particulas y que su descripcién
matematica se puede realizar mediante funciones continuas.

o Limites de aplicabilidad
e Aunque la mecanica de medios continuos es un modelo que permite
investigar las propiedades de sélidos deformables y fluidos con gran
precisién, hay que recordar que a escalas muy pequenas la materia
esta hecha de atomos.
o La naturaleza atomica de la materia da lugar a cierto tipo de
microestructura heterogénea que puede violar alguno de los

principios de la mecénica de medios continuos.
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1.1 Mecénica de medios continuos

@ La mecéanica de medios continuos es una aproximacion valida en la
mayoria de situaciones macroscopicas en las que la microestructura
asociada a la naturaleza atémica de la materia puede ser ignorada.

Disciplinas de la mecanica de medios continuos

Elasticidad, que describe los materiales que recuperan su forma si se

o . ) retiran las fuerzas causantes de la deformacion.
mecanica de sdlidos deformables. La mecanica de

solidos deformables es la rama de la fisica que trata plssticidaciiqueldescribelios

de medios continuos que tienen una forma definida no piatetialesigualsuiran Reologia Dado que algunos materiales
Mecanica | determinada enteramente por el recipiente o conjunto deformaciones permanentes y presentan viscoelasticidad (una
; . at no recuperables tras la binacién d . |asti
de de constricciones sobre la superficie del solido. o combinacién de comportamiento elastico
medios aplicacion de fuerzas y viscoso), la distincién entre la mecanica
continuos suficientemente grandes. de solidos y la mecanica de fluidos es
Mecanica de fluidos (incluyendo hidrostatica e difusa.

Fluido no newtoniano

hidrodinamica), que trata de la fisica de fluidos. Una
propiedad importante de los fluidos es su viscosidad,
que es una fuerza interna generada por un fluido que | £ ido newtoniano
se opone al movimiento del mismo.
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1. Introduccién 1.2 Elasticidad

1.2 Elasticidad

e El término elasticidad designa la propiedad mecéanica de ciertos
materiales de sufrir deformaciones reversibles bajo la accién de
fuerzas externas, es decir que recuperan la forma original si estas
fuerzas externas se eliminan.

o La elasticidad es estudiada por la Teoria de la Elasticidad, que a
su vez es parte de la Mecéanica de los Sélidos Deformables.

e Ambas describen como un sélido (o fluido totalmente confinado) se
mueve y se deforma en respuesta a fuerzas externas.

e Cuando sobre un sélido deformable actian fuerzas externas este se
deforma, es decir, se produce trabajo que se almacena en el cuerpo
en forma de energia potencial elastica y por tanto se produce un
aumento de la energia interna.
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1. Introduccién 1.2 Elasticidad

o La propiedad eldstica de los materiales estd relacionada con la
capacidad de un sdlido de sufrir transformaciones termodinamicas
reversibles e independencia de la velocidad de deformacion.

@ Los solidos viscoelasticos y los fluidos, por ejemplo, presentan
tensiones dependientes de la velocidad de deformacién.

o Fisicamente las propiedades elasticas son el resultado de desplazar
ligeramente los atomos de su posicién de equilibrio a lo largo de
planos cristalograficos, mientras las propiedades viscosas proceden
de la difusién de atomos o moléculas en el interior del material.

o La Teoria de la Elasticidad trata sélidos en que las deformaciones
son termodindmicamente reversibles y en los que el estado de
tensiones o en un punto x y en un instante dado ¢ dependen solo
de las deformaciones € en el mismo punto e instante, no asi de las
deformaciones anteriores (ni del valor de otras magnitudes en un
instante anterior) — Ecuacion Constitutiva...
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1. Introduccién 1.3 Ecuacién Constitutiva

1.3 Ecuacién Constitutiva

@ Una ecuacién constitutiva es una relacién entre las variables
termodindmicas o mecanicas de un sistema fisico: presién,
volumen, tensién, deformacién, temperatura, entropia, etc.

o Cada material o substancia tiene una ecuacion constitutiva
especifica, dicha relacién sélo depende de la organizacion
molecular interna.

e En fisica se usa el término ecuacion constitutiva para cualquier
relaciéon entre magnitudes tensoriales, que no es derivable de leyes
de conservacion, o de otro tipo de leyes universales y que son
especificas del tipo de problema estudiado.

e Ejemplos: sélido elastico lineal (ley de Hooke), sélido elastico
isétropo no lineal (Teorema de Rivlin-Ericksen), fluido newtoniano
(viscosidad constante), ley de Fick (difusién), ley de Ohm,
permitividad eléctrica, permeabilidad magnética, resistencia
aerodindmca, etc.
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1. Introduccién 1.3 Ecuacién Constitutiva

@ En Mecénica de los Sdélidos la Ecuacion Constitutiva relaciona
el campo de tensiones o con la deformacién e, usualmente dicha
ecuacién relaciona los componentes de los tensores tensién,
deformacién y velocidad de deformacién €.

e La ecuacidén constitutiva de un sdlido eldstico es de la forma:
o(x,t) =T(e(x,t);x), T: 72(R3) x R? = T5(R?)

donde 73(R3) denota el conjunto de tensores simétricos de segundo
orden del espacio euclideo.

e Ejemplo: sélido eldstico homogéneo o (x,t) = T'(e(x, t)).

e Ejemplo: sélido elastico isétropo no lineal. El Teorema de

Rivlin-Ericksen (1955) establece que la ecuacién constitutiva de un sélido
deformable is6tropo y objetivo debe tener la siguiente forma

0ij = a(te)dij + Biji(te)ert + Yijri (te)EkmEmis

donde ¢, es el conjunto de invariantes algebraicos (traza, invariante
cuadratico y determinante), del tensor €.
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1. Introduccién 1.4 Resistencia de Materiales — Elasticidad Lineal

1.4 Resistencia de Materiales — Elasticidad Lineal

e El objetivo principal de la Resistencia de Materiales es el de
proporcionar los medios para analizar y disenar estructuras o
componentes capaces de soportar las cargas y acciones a las que
éstos estan (o pueden estar) sometidos durante su vida ttil.

e Kl analisis y el diseno de un componente estructural conlleva la
determinacién de tensiones y deformaciones.

o La Resistencia de Materiales y la Teoria de la Elasticidad
Lineal son dos disciplinas de la Mecdnica de Sélidos Deformables.

@ Poseen objetivos comunes, ambos abordan el estudio de:

Q la resistencia (estado de tensiones), y

@ la rigidez (estado de deformaciones) de cuerpos sélidos deformables
sometidos a la accion de sistemas de fuerzas en equilibrio estatico.

@ Ambas parten del principio de linealidad entre accién y respuesta;
esto implica que el comportamiento de los materiales es
elastico y que los movimientos que se producen son
pequenos.
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1. Introduccién 1.4 Resistencia de Materiales — Elasticidad Lineal

e La ecuacién constitutiva de un sélido elastico lineal se denomina
ecuacién de Lamé-Hooke o més simplemente ley de Hooke.

e La Resistencia de Materiales limita su campo de aplicacién a
ciertos tipos de elementos estructurales (vigas, columnas, etc.)
sustentados de ciertas maneras predeterminadas (apoyos simples,
articulaciones, empotramientos, etc.) y sometidas a ciertos tipos
de acciones (fuerzas puntuales y repartidas, generalmente, y otras
acciones definidas de forma adecuada).

o Esta restriccién previa en cuanto a las geometrias, condiciones de
apoyo y acciones consideradas permite la formulacién de ciertas
hipétesis de partida y de un planteamiento simplificado apto para
la resolucion analitica de multitud de problemas de ingenieria.

e La Teoria de la Elasticidad Lineal, afronta el problema mecénico
en su forma maés general en cuanto a geometrias, condiciones de
contorno y tipos de acciones consideradas.
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1. Introduccién 1.4 Resistencia de Materiales — Elasticidad Lineal

o La Teoria de la Elasticidad Lineal precisa de un plantemiento
matematico que impide obtener soluciones analiticas, salvo para un
numero limitado de casos, requiriendo el uso de métodos numeéricos
aproximados (diferencias finitas, elementos finitos, etc.) para la
resolucién de la mayor parte de problemas de interés practico.

e Dados sus objetivos (y principios) comunes, la Resistencia de
Materiales y la Teoria de la Elasticidad Lineal siguen caminos
paralelos practicamente desde sus inicios, por lo cual no es facil
delimitar de forma nitida los ambitos respectivos.

@ Desde la perspectiva actual, es habitual considerar a la Resistencia
de Materiales como una parte subordinada de la, mas general,
Teoria de la Elasticidad Lineal.

o En cualquier caso, ambas disciplinas manejan multitud de

conceptos comunes, tales como los de fuerza, desplazamiento,
tension, deformacion, equilibrio, compatibilidad, linealidad, etc..
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1. Introduccién 1.4 Resistencia de Materiales — Elasticidad Lineal

e Ejemplo: Flexoelectricidad lineal [1] Abdollahi et al., 2015.

— Efecto flexoeléctrico: surge como un acoplamiento
electromecdnico en una amplia variedad de
materiales. Es un efecto poco conocido, incluso en
el marco de los materiales dieléctricos clasicos.
Mediante modelos computacionales de
flexoelectricidad se ha mostrado que las
aproximaciones analiticas simplificadas pueden
sobreestimar significativamente las constantes de
los materiales. Estos resultados determinaron que
las singularidades geométricas juegan un papel
fundamental en la generacién de flexoelectricidad,
conciliando en parte la gran brecha entre la teorfa — t.
flexoeléctrica y las observaciones experimentales.

EEE R R R R R R EEEE]
F

— En la figura se muestra el modelo geométrico de la piramide truncada,

sus dimensiones son as = 2.72mm, a; = 1.13mm y h = 0.76mm.
[1] Abdollahi et al. Revisiting pyramid compression to quantify flexoelectricity: a 3D
simulation study. Physical Review B, Vol. 91, Nr. 10, 104103, 2015.
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1. Introduccién 1.4 Resistencia de Materiales — Elasticidad Lineal

o Ejemplo (cont.):

10

-0~ = 20°
- = 45°
-e-q, = 70°

——o = 45° (Rigid)

-
o_.

©

Normalized Flexoelectric Constant (u
=

— Compresién de una piramide truncada de Titanato de Bario-Stroncio. En la figura se
muestra la constante flexoeléctrica normalizada p’ en funcién de la relacién de drea de
la pirdmide, R. Los resultados se obtienen considerando diferentes angulos de
inclinacién «. La deformacién se exagera por un factor de 10 para mayor claridad. La
barra de color indica la escala de desplazamiento en cada caso, normalizada por un
factor de 10~° m. Figura extraida de Abdollahi et al., 2015.
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PRNRSISTGWN 2.1 Estado tensional en un punto

2.1 Estado tensional en un punto

o La fuerza y la deformacién en barras bajo cargas de traccion
pueden relacionarse con una propiedad del material, al considerar
la fuerza por unidad de drea y la extensién por unidad de longitud.

o El concepto de fuerza interna por unidad de drea puede extenderse
a formas y cargas mads generales, ver Figura 1.

YA

: " ]

Figura 1: Sélido bajo cargas externas.
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PRNRSISTGWN 2.1 Estado tensional en un punto

@ Para examinar estas fuerzas internas en un punto O en el interior del
cuerpo, pasamos un plano cuyo vector normal es n a través del punto O,
como se muestra en la Figura 2.

yA

)

Y

Fy

Figura 2: Sélido bajo cargas externas, se muestran las fuerzas internas
generadas en un plano de corte de normal n.

zZ

@ Para que las mitades separadas del cuerpo estén en equilibrio, debe
haber fuerzas internas transmitidas a través del plano de corte.

@ Si dividimos el plano en varias areas pequenas y medimos las fuerzas que
actian sobre cada una de ellas, observaremos que estas fuerzas en
general varfan de un area pequena a la siguiente.
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PRNRSISTGWN 2.1 Estado tensional en un punto

@ En el drea pequena AA cuyo vector normal estd centrado en el punto O,
habra una fuerza AF' que estd inclinada hacia la superficie AA en un
angulo arbitrario.

@ Cuando consideramos el problema de describir completamente la accién
del vector de fuerza AF', tenemos que especificar la orientacién y el
tamafio de la cara sobre la que actiia AF, la magnitud de AF y la
orientacion de AF' con respecto a la cara.

@ Definimos el vector tension T' que actia en el punto O, en un plano cuya
normal es n que pasa a través de O, como

AF
7™ = lim

Ad—0 AA’ (2.1)

o T™ es 1a intensidad de la fuerza o la tensién que actia en un plano cuya
normal es n en el punto O, en general no actia en la direccién de n.

@ Al asumir la existencia del limite hemos formulado una hipdtesis del
continuo con respecto a la distribucion de las fuerzas internas. Esto es
una idealizacién del comportamiento en un material real, donde la AF
disminuye suavemente con AA, y AA es grande en comparacion con la
microestructura (metaldirgica o molecular) del material.
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PRNRSISTGWN 2.1 Estado tensional en un punto

@ El principio de tensién de Euler-Cauchy establece que sobre
cualquier superficie S (real o imaginaria) que divide el cuerpo V, la
accién de una parte del cuerpo sobre la otra es equivalente (equipolente)
al sistema de fuerzas distribuidas y pares de fuerza (cuplas) sobre la
superficie que divide el cuerpo, y estd representada por un campo T(“)7
llamado vector tensién, definido en la superficie S y que se asume que
depende continuamente del vector normal n. Ver Figura 3.

z

Figura 3: Diagrama del plano de corte. Distribucién interna de fuerzas de
contacto y pares de fuerza en un diferencial dA de la superficie interna S en un
continuo.
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PRNRSISTGWN 2.1 Estado tensional en un punto

@ Para formular el principio de estrés de Euler-Cauchy, considere una
superficie imaginaria S que pasa por un punto material interno O que
divide el cuerpo continuo V' en dos partes, como se ve en la Figura 3.

@ Se tiene que el movimiento de un cuerpo material es producido por la
accion de fuerzas aplicadas externamente que se supone que son de dos
tipos: fuerzas superficiales F' y fuerzas de volumen b.

@ Cuando el cuerpo se somete a fuerzas superficiales externas o fuerzas de
contacto F'1, Fo, ... F,, las fuerzas y momentos (cuplas) de contacto
internos se transmiten de un punto a otro en el cuerpo, y de un segmento
al otro a través de la superficie divisoria S, debido al contacto mecéanico
de una porcién del continuo con la otra.

@ En un elemento de drea AA que contiene el punto interno O, con vector
normal n, la distribucién de fuerza es equivalente a una fuerza de
contacto AF ejercida en el punto O y momento de superficie AM.
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2.1 Estado tensional en un punto

@ Fl principio de estrés de Cauchy afirma que: a medida que AA se vuelve
muy pequefio y tiende a cero, la relacion AF /AA se convierte en dF'/dA
y el par de fuerza AM desaparece.

Y

z

Figura 4: Diagrama con el volumen arbitrario dentro del continuo encerrado por
la superficie S. Distribucién interna de fuerzas de contacto y par de fuerza en
un diferencial dA de la superficie interna S en un continuo, como resultado de
la interaccién entre las dos porciones del continuo separadas por la superficie.
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PRNRSISTGWN 2.1 Estado tensional en un punto

@ Respecto al concepto de tensién pueden hacerse las siguientes
observaciones:

© Las dimensiones de la tensién son [FL~2], fuerza por unidad de
superficie. En el S.I. la tensién se mide en Pascales (Pa), es decir,
en N/m?.

@ La tensién se define en un punto sobre un plano o limite imaginario
que divide el material en dos partes.

© La tensién es un vector equivalente a la accién de una parte del
material sobre la otra.

© La direccién del vector de tension no esta restringida. La tension
depende del punto y de la orientacién de la seccién elegidos. Asi, en
un punto dado se tendran diferentes tensiones segin la orientacién
considerada, y para una seccion dada se tendran tensiones diferentes
para distintos puntos.
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2.1 Estado tensional en un punto

e En general, la tensién no es normal al plano de corte considerado,
sino que puede descomponerse segin dos componentes: la tension
normal al plano de la seccion, o, y la tension cortante o
tangencial a dicho plano, 7,, tal como se muestra en la Figura 5.

F.

Figura 5: Vector tensién.

e El médulo del vector tension es igual a |T™| = /o2 + 72.
@ Adicionalmente, es posible escribir el vector tensién en términos de sus
componentes con respecto a los ejes de coordenadas como

T = T™i+ T™j + Tk, (2:2)
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PRSI 2.2 Convencién de signos

2.2 Convencién de signos

e Consideremos un plano mm que pasa por el punto O, paralelo al
plano yz y consideremos el cuerpo libre a la izquierda del plano
mm. Dividimos el plano mm en una gran cantidad de areas
pequenas, de Ay por Az, como se muestra en la Figura 6.

\ S

Figura 6: Cargas internas en el plano de corte.
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PRMIRSSTGWE  2.2 Convencién de signos

@ Repetimos nuestros argumentos previos para el vector de fuerza y la
intensidad de fuerza, para el plano definido con vector normal n,
aplicandolos a un elemento de area en el plano mm.

@ Es decir, en el drea pequenia AA centrada en el punto O, actuard una
fuerza AF, inclinada hacia la superficie mm en algin dngulo arbitrario.

@ Si describimos el vector de fuerza AF mediante un conjunto rectangular
de componentes de fuerza, obtendremos que el conjunto de ejes mas
conveniente resulta ser aquel en el que un eje es normal a la superficie y
los otros dos son paralelos a la superficie.

YA

Figura 7: Componentes de las cargas internas.
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PRMIRSSTGWE  2.2 Convencién de signos

@ Antes de continuar, adoptaremos una convencién para identificar con
precision un area o cara especifica en la superficie de un cuerpo.

@ Por ejemplo, si cortamos un paralelepipedo cuyos bordes son paralelos a
los ejes x,y, z, como se muestra en la Figura 8, habré seis superficies
planas separadas que determinan el volumen, y necesitamos una notacién
concisa para identificar inequivocamente cada uno de estos.

@ Como hemos definido previamente, una cara se definird como positiva
cuando su vector normal dirigido hacia afuera apunta en la direccién del
eje de coordenadas positivas, y como negativa cuando su vector normal
hacia afuera apunte en la direcciéon de coordenadas negativa.

Y1 cara y-positiva

Cara z-positiva

@ Por lo tanto, en la Figura 8, la 5
cara 1-4-5-8 es una cara z Cara znegativa
positiva, y la cara 2-3-6-7 es
una cara z negativa.

Figura 8: Convencién de signos.
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@ Si consideramos las relaciones AF, /AA,, AF,/AA, y AF,/AA,,
tenemos tres cantidades que establecen la intensidad promedio de la
fuerza en la superficie del drea AA, = Ay Az.

@ En el limite como AA, — 0, estas relaciones definen la intensidad de la
fuerza que actta sobre la cara x en el punto O. Son los componentes del
vector de tensién que actian sobre la cara x en el punto O.

@ Es decir, son los componentes del vector de tensién que actian sobre un
elemento de drea cuya normal apunta en la direcciéon x positiva.

@ Los componentes de tensién en la cara x en el punto O se definen en
términos de las relaciones de intensidad de fuerza:

, AF, , AF, , AF,

- A,liflo AA,’ Toy = A,IAIOICILO AA,’ - Akgo AA, (2.3)

@ Los componentes de tensién tangenciales a la superficie se denominan
como tensién de corte y se denotan por 7. La componente de la tension
de corte que actiia sobre la cara z en la direccién y se identifica como 7y,
donde el primer subindice denota la direccién de la normal a la cara y el
segundo denota la direccién en la que actia la componente de la tension.

@ La componente de la tensién perpendicular a la cara se denomina tensién
normal y se indica con ¢. La tensién normal que actda sobre la cara x se
identifica como 0., 0 0.

Oy Trz
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PRSI 2.2 Convencién de signos

e Adoptaremos la convencién de signos para los componentes de la
tensién definida en la Unidad 1, es decir, se define la componente
de tensién como positiva cuando la componente de fuerza tiene
sentido positivo y actia sobre una cara positiva.

e Todos los componentes de la tension que se muestran en la
Figura 9 son positivos de acuerdo con esta convenciéon de signos.

~

Z

Figura 9: Componentes de la tensién interna que actian sobre la cara = en el
punto O.
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PRMRSSTGN  2.3 Notacién cartesiana y notacién indicial

2.3 Notacion cartesiana y notacion indicial

@ Si volvemos al cuerpo continuo que se muestra en la Figura 1, observamos
que también es posible pasar un plano paralelo a los planos zy y =z a
través del punto O. En los elementos de area que se encuentran en los
planos zy y xz, definimos componentes de tensién de forma andloga

AF, AF,

Oy

AL
AAyS0 AA,’

= lim Tyz =
AA,—0 AA, Y7

Tye = liIm ——
Y AA, -0 AA,

o AR o AR, _ g AR
Tor T AAL0AAL YT Ado AAL TP T AA L0 AAL

@ El estado de tension en el punto O se define por nueve componentes:

Oxy Tay, Taz
Tyzs Oys Tyz (2.4)
Tzxy T2y, 02

X .
sobre las caras actian las componentes
normales al eje Z cartesianas de tension

@ Es necesario conocer los nueve componentes para determinar el vector de
tensién 7™ que actia en un plano arbitrario con normal n.
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PRIRSISTGN  2.3 Notacién cartesiana y notacién indicial

@ Una notacién alternativa llamada notaciéon indicial es a menudo
empleada para representar las tensiones dado que facilita el andlisis y
discusiones generales sobre elasticidad.

@ Se expondra brevemente esta notaciéon aqui. En la notacién indicial los
ejes coordenados z, ¥y, y z se reemplazan por ejes numerados, x1, Ta V T3.

@ Los componentes de un vector como la fuerza AF' se escriben como AF7,
AF; y AF3, donde el subindice numérico indica el componente con
respecto a los ejes de coordenadas numerados.

@ Las definiciones de los componentes de la tensién que actian sobre la
cara x1, pueden escribirse en forma indicial como

, AFy ) AFy , AF;3
= A0 AA T2 T A0 AA, T8 T A0 A,
donde o se emplea tanto para tensiones normales como de corte.

@ Los componentes de la tensiéon poseen dos subindices numéricos, el
primero indica la cara en la que actia el componente de la tensién y el
segundo especifica la direccion del componente del vector tension.

@ Los componentes de tensién se pueden definir por una sola ecuacion:

AF;
=1 Vi,j=1,2,3. (2.5)
1

0;; = lim
U AA S0 AA
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2.4 Tensor tensién de Cauchy

2.4 Tensor tension de Cauchy

e En mecdnica del continuo el tensor tension de Cauchy, tensor de
tensiones, tensor de esfuerzos, o simplemente tensor tension, o, es
un tensor de segundo orden que da cuenta de la distribucién de
tensiones y esfuerzos internos en el medio continuo.

e El tensor consta de nueve componentes o;; que definen
completamente el estado de tensiéon en un punto dentro de un
material en el estado, ubicacién o configuraciéon deformada.

e Fijado un sistema de referencia ortogonal, el tensor tensién de
Cauchy viene dado por una matriz, cuyas componentes son:

011 012 013 Oxx Ogzxy Ozxz O Tzy Tzz
o= |02 022 03| = |0y Oy Oy| = |Tye oy Ty
031 032 033 Oz Ozy Ozz Tzx Tzy Oz

e La tercera forma es la forma comin de llamar a las componentes
del tensor tension en ingenierfa.
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PRSI 2.4 Tensor tensién de Cauchy

@ Cabe senalar que en un problema mecanico a priori es dificil conocer el
tensor tension de Cauchy ya que este estd definido sobre la geometria del
cuerpo una vez deformado, y ésta no es conocida de antemano. Por tanto
previamente es necesario encontrar la forma deformada para conocer
exactamente el tensor de Cauchy.

@ Cuando las deformaciones son pequenas, en ingenieria y aplicaciones
practicas se emplea este tensor aunque definido sobre las coordenadas del
cuerpo sin deformar. Esto no conduce a errores de cédlculo excesivo si
todas las deformaciones méximas son inferiores a 0,01.

T3

.Tl/
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e El tensor tensién de Cauchy se utiliza para el analisis de tensién
de cuerpos materiales que experimentan pequenas deformaciones:
concepto central en la teoria lineal de la elasticidad.

e En grandes deformaciones, también llamadas deformaciones
finitas, se requieren otras medidas de tension, como el tensor de
tensién de Piola-Kirchhoff, el tensor de tensién de Biot y el tensor
de tension de Kirchhoff.

e El tensor tension es simétrico, por lo que solo tiene seis
componentes de tensién independientes, en lugar de los nueve
originales siempre que:

e El cuerpo continuo esté en equilibrio estatico, de acuerdo con el
principio de conservacion del momento lineal, se puede demostrar
que los componentes del tensor tensién de Cauchy en cada punto
material del cuerpo satisfacen las ecuaciones de equilibrio
(ecuaciones de movimiento de Cauchy para aceleracién cero).

e Al mismo tiempo, el equilibrio requiere que la suma de momentos
con respecto a un punto arbitrario sea cero, de acuerdo con el
principio de conservacion del momento angular.
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2.4 Tensor tensién de Cauchy

@ En principio podriamos suponer que para conocer el estado de
tensién en un punto de un cuerpo se deberian definir los vectores
tensién T™) asociados con los infinitos planos que pasan por ese
punto.

@ De acuerdo con el Teorema de Tension de Cauchy,
simplemente es necesario conocer los vectores tensién en tres
planos mutuamente perpendiculares. El vector tensién en
cualquier otro plano que pase por ese punto se puede encontrar a
través de ecuaciones de transformacion de coordenadas.
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PRMIRSSTGN  2.4 Tensor tensién de Cauchy

@ El teorema de tensién de Cauchy afirma que existe un campo tensor de
segundo orden o (x,t) € T2(R?), llamado tensor tensién de Cauchy,
independiente de n, de modo que T es una funcién lineal del vector
normal n:

T™ —gn o Tl-(n) = oin;j,

donde 73(R?) denota el conjunto de tensores simétricos de segundo orden
del espacio euclideo.

@ Esta ecuacién implica que el vector tensién T™ en cualquier punto O en
un continuo asociado con un plano, con normal n, puede expresarse
como una funcién de los vectores de tensién en los planos
perpendiculares a los ejes de coordenadas, es decir, en términos de los
componentes o;; del tensor de tensiones o.

@ La representacién de notacién de Voigt del tensor de tensién de Cauchy
aprovecha la simetria del tensor de tensién para expresar la tensién como
un vector de seis dimensiones de la forma:

T T
o=[o1 02 035 04 05 06| =[o11 02 033 O3 o135 O12] .

@ La notacién de Voigt se utiliza ampliamente para representar las
relaciones tensién-deformacion en mecéanica de sélidos y para la eficiencia
computacional en calculos numéricos de mecénica estructural.
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2.4 Tensor tensién de Cauchy

o Ejemplo 2.1: Probar la expresién genérica T = 7 n, para ello
considere el “tetraedro de Cauchy” representado en la Figura 11.

Figura 11: Tetraedro de Cauchy. Se muestra el vector tensién T'™ que actia
sobre un plano con vector unitario normal n.

- Una nota sobre la convencién de signos: el tetraedro se forma cortando
un paralelepipedo a lo largo de un plano arbitrario n. Entonces, la fuerza
que actia sobre el plano n es la reacciéon que ejerce la otra mitad del
paralelepipedo y tiene signo opuesto.
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PRMIRSSTGN  2.4 Tensor tensién de Cauchy

e Ejemplo 2.1: (cont.)

- Equilibrio de fuerzas
T™ dA — T dAa, — T2 dA, — T(®3) dA3 = dma, (a)

donde el lado derecho representa el producto de la masa encerrada por el
tetraedro y su aceleracién a.

- Siendo dm = pdV, donde p es la densidad y dV = %dA, mientras que h
es la altura del tetraedro, considerando el plano n como su base.

- El area de las caras del tetraedro perpendiculares a los ejes se pueden
encontrar proyectando dA en cada cara

- Sustituyendo (b) en (a) y eliminando dA de la relacién resultante
T® — ey, — T2, —TlEs)p, — ) <§) a. (c)

- Considerando el caso limite cuando el tetraedro se contrae a un punto,
h — 0 (el plano n es llevado hacia O). Como resultado, el lado derecho
de la ecuacion se acerca a 0, entonces p (%) a — 0.
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PRMIRSSTGN  2.4 Tensor tensién de Cauchy

Ejemplo 2.1: (cont.)

- El caso limite anterior se reduce a

T® — T(el)nl + T(e2)ﬂ2 + T(e3)n3- (d)

- Suponiendo un sistema de coordenadas cartesiano, los vectores de
tension asociados con cada uno de los planos del elemento, es decir,
T () y 7(e3) Hueden ser descompuesto en una componente normal
y dos componentes de corte.

- Por ejemplo en el caso particular de una superficie con vector normal
unitario orientado en la direccién del eje x; tendremos

T = Tfel)el + Tz(el)ez + Tg(el)es = 011€1 + 012€2 + 013€3,

donde hemos denotado el esfuerzo normal por o171, y los dos esfuerzos
cortantes como o012 y 013.

- Es decir, en notacién indicial tendremos

T(®) = Tj(ei)ej = 0;5€;, (e)

donde ¢,j = 1,2, 3.
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PRMIRSSTGN  2.4 Tensor tensién de Cauchy

e Ejemplo 2.1: (cont.)

- Por ende de la Ec. (e) es posible deducir las 9 componentes del tensor
tension de Cauchy como

011 012 013
021 022 O3], (f)
031 032 033

o =0y = [T T ]’

donde 011,092 ¥ 033 son tensiones normales y 012,013, 021,023,031, ¥ 032
son tensiones cortantes. El primer indice ¢ indica que la tension actia en
un plano normal al eje z;, y el segundo indice j denota la direccién en la
que actia la tension.

- Por lo tanto, usando los componentes del tensor de tensién en la Ec. (d)

TM = 7)) 4 Ty 4 TEp,

3
_ ().
; ' (9)

= (0ije;) ni

= aijniej.
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PRSI 2.4 Tensor tensién de Cauchy

e Ejemplo 2.1: (cont.)

- O de forma equivalente

Tj(n) =0in; o T =T n. (h)

- Alternativamente, en forma matricial tenemos

(n) T

T1 011 012 013 ni

T = o9, 022 o n (7)
2 21 22 023 2| -

Té“) 031 032 033 n3
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PRMIRSSTGN  2.4 Tensor tensién de Cauchy

o Ejemplo 2.2: Se posee una determinada solicitacion exterior aplicada a
un sélido de forma bitroncénica, simétrica respecto de la base menor, de

las dimensiones indicadas en la Figura 12.

— La solicitaciéon provoca un estado
tensional axilsimétrico cuya matriz de
tensiones, o, referida al triedro de ejes
locales correspondientes al sistema de
coordenadas cilindricas de eje z, en
cualquiera de sus puntos es

20 0 0
o=|0 20 0| MPa.
0 0 40

— Dibujar la distribucién de fuerzas de
superficie que actian en el contorno,
dédndola mediante dos croquis, en los
que se representen las componentes
normales y tangenciales.
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Figura 12: Sélido eldstico bitroncénico
sometido a una solicitacién exterior o.
detallan las dimensiones geométricas
referidas al triedro de ejes locales.
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2.4 Tensor tensién de Cauchy

e Diagonalizacion e Invariantes del Tensor Tension
@ Como hemos visto la forma general para un campo tensorial de
tensiones en tres dimensiones estd dado como:

011 012 013 Oxx Ozxy Ozz Oz Tzy Tzz
O = (021 022 023| = |(Oyx Oyy Oyz| = |Tyz Oy Tyz|,
031 032 033 Oz Ozy Ozz Tzx Tzy Oz

en la que los términos en la diagonal principal representan
esfuerzos a la traccién o a la compresion, y los términos fuera de la
diagonal representan los esfuerzos cortantes.

o En un sistema de referencia cuyos ejes coordenados son las
direcciones principales, la matriz que representa al tensor tensién
es diagonal y tiene la siguiente forma

01 0 0
0 o9 O
0 0 o3

e En las direcciones o ejes principales, no hay tensiones tangenciales

o cortantes.
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2.4 Tensor tensién de Cauchy

o El problema de determinar las tensiones principales, o;, y las
direcciones principales, n;, se reduce a un problema de autovalores

on; :)\,-n,-
on; —)\ini =0
(O'—AZ‘I)IIZ' =0

en el que las incognitas son las componentes n;1, njo y n;3 de la
i-ésima direccién principal y el valor A; es la i-ésima atension
principal, donde 7 = 1,2, 3.

e Para obtener una solucién no trivial (distinta de cero), el
determinante de la matriz o — A\;I debe ser igual a cero, es decir,
el sistema es singular.
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PRMIRSSTGN  2.4 Tensor tensién de Cauchy

e Ejemplo 2.3: Mostrar que expandiendo el determinante | — A\;I| se
obtiene la ecuacién caracteristica

N =LA+ LA—13=0,
donde

Iy =011+ 022 + 033

= ork = tr(o)
011 013
031 033

022 023
032 033

011 g12
+
021 022

I, =

o 2 2 2
= 011022 + 022033 + 011033 — 012 — 023 — 031

1 1
= 5 (0iioj; — 0ijo5i) = 5 [(tr(0))? — tr(c®)]
I3 = det(ai]-) = det(a‘)
2 2 2
= 011022033 + 2012023031 — 012033 — 023011 — 031022

Iy, Iz y I3 se conocen como los invariantes de tensién, se llaman asi porque
estos valores no cambian aunque cambie el sistema de referencia.

— Los valores de \; que hacen cero el polinomio caracteristico, las raices,
son los valores de las tensiones principales o1, o3 y 03.

D. Milldin (MoC ) Mecanica de los Séli agosto de 2021 45 /54



PRMIRSSTGN  2.4 Tensor tensién de Cauchy

e Ejemplo 2.4: Sobre las caras de un paralepipedo elemental que envuelve
a un punto P de un sélido elastico, Figura 13, existen las tensiones

indicadas en la figura, que estdn expresadas en MPa.
Z3

m/

Figura 13: Volumen elemental sometido a un estado de tensiones.

]

a) Se pide calcular las tensiones y direcciones principales.

b) Obtener las componentes intrinsecas del vector tensién correspondiente a
un plano cuya normal forma dngulos iguales con los semiejes cartesianos
ortogonales xz;, ¢t = 1,2, 3.
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PRMIRSSTGN  2.4 Tensor tensién de Cauchy

o Regla de transformacion del tensor tension.

— El tensor tension es un tensor de segundo orden contravariante, lo cual es
una declaracién de cémo se transforma de un sistema de coordenadas x;
a un sistema .

— Los componentes o;; en el sistema inicial se transforman en los
componentes o, ; en el nuevo sistema de acuerdo con la regla de

J
transformacién para tensores de segundo rango:

/ z ! T
0ij = Qim@jnOmn O O = AcA",

donde A es una matriz de rotacién (ortogonal), ver Figura 14.

T3 T3

_ 7
cos™! agg Ty
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PAMRSEIGE 2.5 Tensor desviador de tensiones

2.5 Tensor desviador de tensiones

o Tensor desviador

— En algebra lineal, el desviador o parte desviadora de un tensor de
segundo orden es un tensor de traza nula, que resulta de la
combinacién lineal del tensor original y el tensor identidad.

— En mecédnica de sélidos deformables la parte desviadora de un
tensor de deformacién puede relacionarse con cambios de forma de
un sélido que no alteran el volumen (cambios de forma isocéricos).

D. Milldn (MoCCATI) Mecédnica de los Sélidos agosto de 2021 48 / 54



2.5 Tensor desviador de tensiones

o Tensor desviador de tensiones
https://www.rockmechs.com/deviatoric-stress-and-invariants/

— El tensor de tensién o;; se puede expresar como la suma de otros
dos tensores de tensién:

1. el tensor hidrostdtico de tensiones o tensor volumétrico de tensiones
o tensor medio de tensiones normales o tensor esférico, md;;, que
tiende a cambiar el volumen del cuerpo; y

2. el tensor desviador de tensiones, s;;, que tiende a distorsionar el
cuerpo sin cambiar su volumen.

[ver video Tensién hidrostatica y tensiones desviadoras]
— Entonces,
Oij = Sij + 7T5¢j,
donde 7 es la tensién media dada por

Okk _ 011 +022+033 1
3 3 3
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2.5 Tensor desviador de tensiones

— Por ejemplo la presién p se define generalmente como
p=AV . -v—m,

donde A es una constante de proporcionalidad, V es el operador de
divergencia y v es el campo de velocidad.

— El tensor desviador de tensiones se obtiene restando el tensor
hidrostatico al tensor de tensiéon de Cauchy:

Okk 1
Sij = 045 — ?6@», S =0 — §(t1‘0’)I,
011 012 013 ™ 0 0 o111 — T o12 013
s=|o21 022 o23(—|0 ® 0= 021 022 — T 023
031 032 033 0 0 = 031 032 033 — T

D. Milldin (MoCCAI)
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2.5 Tensor desviador de tensiones

Invariantes del tensor desviador de tensiones

— Como es un tensor de segundo orden, el tensor desviador de
tensiones, s, también tiene un conjunto de invariantes, que se
pueden obtener utilizando el mismo procedimiento utilizado para
calcular las invariantes del tensor de tensién o.

— Se puede demostrar que las direcciones principales del tensor
desviador son las mismas que las direcciones principales del tensor
de tension.

— Por tanto, la ecuacion caracteristica es

|8ij — Aij| = =A% + 1A% — oA + J3 = 0,

donde Jy, Js, v J3 son el primer, segundo y tercer invariante del
tensor desviador. Sus valores son “invariantes” del sistema de
coordenadas elegido.
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PAMRSEIGE 2.5 Tensor desviador de tensiones

— Estos invariantes de tension desviadora se pueden expresar como una
funcién de los componentes del s;;, de sus valores principales, s1, 52 y s3,
o alternativamente, como una funcién de o;; o de sus valores principales
01,09 y 03, 0 de sus invariantes Iy, I5 e I3.
J1 = spk = 0,
1 1 2
J2 = 581']'8]'1' = 5131‘(3 )
1/.2 2 2
= 5(s17 + 53 + 53)

=5 (o — 022)° + (022 — 033)° + (033 — 011)2] +0%o + 053 + 051

= % [(0'1 - (72)2 + (o2 — 0'3)2 + (03 — 01)2}

1P = % tr(0?) — %tr(d)Q ,
J3 = det(sij)

%SiijkSki = %tr(s?’)
= 3(s1+ 53 + 53)
= 518283

= 2%[? — %11[2 + I3 = % [tr(a'?’) — tr(az)tr(cr) + %tr(a)s] .
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