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1. Torsion

e En ingenieria, torsién es la
solicitacion que se presenta cuando
se aplica un momento sobre el eje
longitudinal de un elemento
constructivo o prisma mecénico,
como pueden ser ejes o, en general,
elementos donde una dimensién
predomina sobre las otras dos,
aunque es posible encontrarla en
situaciones diversas.
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o El esfuerzo de torsion y el angulo de
giro de este barreno dependen de la
potencia de la maquina que hace girar
al taladro y de la resistencia del suelo
que estd en contacto con el eje.

(© Jill Fromer/Getty Images)
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La torsion se caracteriza geométricamente
porque cualquier curva paralela al eje de la
pieza deja de estar contenida en el plano
formado inicialmente por las dos curvas.
En lugar de eso una curva paralela al eje
se retuerce alrededor de él.

Considere a modo de ejemplo la
deformacion por torsién de un eje circular.

Observe que el torcimiento ocasiona que
los circulos se conserven como circulos, y
que cada linea longitudinal de la mos cireuos se

’ 71 4
cuadricula se deforme en una hélice que L2
interseca los circulos en angulos iguales. r / Las lineas

longitudinales

Ademds, las secciones transversales de los oo se tuercen
extremos a lo largo del eje seguiran siendo ?
planas (es decir, no se arrugan o pandean
hacia adentro o hacia afuera) y las lineas Las lineas radiales
. permanecen rectas
radiales se conservan rectas durante la

Después de la deformacién

deformacién. (b)
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e El estudio general de la torsién es mas complejo porque bajo
ese tipo de solicitacion la seccién transversal de una pieza en
general se caracteriza por dos fenémenos:

1. Aparecen tensiones tangenciales
paralelas a la seccién transversal. Si
estas se representan por un campo
vectorial sus lineas de flujo “circulan”
alrededor de la seccién.

2. Cuando las tensiones tangenciales no
estan distribuidas “adecuadamente”,
cosa que sucede siempre a menos que
la seccion tenga simetria circular,
aparecen alabeos seccionales que
hacen que las secciones transversales
deformadas no sean planas.
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1. Torsién

o El alabeo de la seccién complica el calculo de tensiones y
deformaciones, y hace que el momento torsor pueda
descomponerse en una parte asociada a torsiéon alabeada y una
parte asociada a la llamada torsiéon de Saint-Venant.

e En funcién de la forma de la seccién y la forma del alabeo, pueden
usarse diversas aproximaciones mas simples que el caso general.

o En las figuras se muestra una barra de
caucho de seccién no circular sometida
a torsién, al no ser la seccién
transversal circular necesariamente se
produce alabeo seccional.

o F = = DA
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@ Si las cargas de torsion aplicadas sobre el eje son excesivas,
entonces el material puede presentar cedencia (fluencia) y, en
consecuencia, debe usarse un “analisis plastico” para determinar la
distribucién del esfuerzo cortante y el angulo de giro.

o Para realizar dicho andlisis es necesario que el eje cumpla con las
condiciones de deformacién y equilibrio.

o En la figura se muestra el
torcimiento severo de una probeta
de aluminio originado por la
aplicacién de un par de torsion
plastico.
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1. Torsién

@ En esta Unidad se analizardn los efectos que produce la aplicacién de
una carga de torsion sobre un elemento largo y recto como un eje o tubo.

@ En un inicio se considerard que el elemento tiene una seccién transversal
circular. Se mostrard cémo determinar la distribucién de esfuerzos dentro
del elemento, asi como el angulo de torsiéon cuando el material se
comporta en forma eldstico lineal o de manera inelastica.

@ También se abordara el andlisis estaticamente indeterminado de los ejes
y tubos, ademaés de temas especiales como los elementos con secciones
transversales de seccién arbitraria.

@ La torsion de cilindros de seccién arbitraria es un ejemplo ilustrativo del
planteamiento del problema eldstico segun se formule en
desplazamientos, solucién expuesta por Saint-Venant, o en tensiones,
utilizando la funcién de tensiones de Prandtl.

@ Como ejemplos de aplicacion de la teoria de la torsién para barras
cilindricas de seccién arbitraria, consideraremos los casos de secciones:
eliptica, triangular equilatera y rectangular, estudiando la distribucién
de tensiones en cada uno de ellos.
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2. Ejes circulares torsionados

e Torsién recta: Teoria de Coulomb.

— La soluciéon del problema elastico en una barra cilindrica de seccion
circular sometida a torsién pura fue dada por Charles-Augustin de
Coulomb en 1784.

— La Hipdotesis de Coulomb se formula en el dominio de estudio de la
mecénica de solidos deformables, especificamente en los casos de torsion
de barras y vigas con simetria axial.

— La hipétesis la enuncié por primera vez Charles-Augustin de Coulomb de
la forma siguiente:

“las secciones transversales circulares de una pieza permanecen
planas durante la torsién, girando como un todo rigido alrededor del
eje normal a la seccién circular”.

— La torsién en piezas de seccién circular no posee tensiones normales, es
decir, sélo produce tensiones cortantes.

— La teorfa de Coulomb es aplicable a ejes de transmisién de potencia
macizos o huecos, debido a la simetria circular de la seccién no pueden
existir alabeos diferenciales sobre la seccién.

D. Milldin (MoC ) Mecanica de los Sélidos octubre de 2021 10/51



— En la transmisiéon de potencia por un eje en torsién, nos interesa
principalmente el momento de torsién que puede ser transmitido
por el eje sin danar el material y, por tanto, deseamos saber cudles
son las tensiones en el eje.

— En el uso de un eje como resorte de torsién, nos interesa
principalmente la relacion entre el momento de torsién aplicado y
la torsién angular resultante del eje.

— Para obtener la relacién fuerza-deformacién, tendremos que
considerar la distribucién de esfuerzos y deformaciones en todo el
elemento.

— Esto nos daré la oportunidad de estudiar una solucién completa,
no trivial, en la teoria de elasticidad.

— Los analisis considerados en este capitulo proporcionan la base
para la mayoria de los calculos de ingenieria que involucran ejes.
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— Hemos dicho que se puede obtener una solucién completa a un problema
de mecénica de so6lidos siguiendo los tres pasos dados en la Unidad 1B:

1. Estudio de fuerzas y requisitos de equilibrio.
2. Estudio de deformacién y condiciones de ajuste geométrico. | ([2.1])

3. Aplicacién de las relaciones de fuerza-deformacion.

— En un nuevo problema no rutinario, no siempre estd claro en qué orden
se deben ejecutar estos pasos.

— En muchos casos es necesario volver a cada paso varias veces antes de
obtener una solucion.

— Por ejemplo, se pueden considerar todas las relaciones obvias en el paso
[2.1]-1 y luego continuar con el paso [2.1]-2. Sin embargo, al llevar a
cabo el paso [2.1]—2 puede resultar evidente que se han pasado por alto
ciertos aspectos del paso [2.1]-1.

— En el problema de la torsién resulta méas conveniente comenzar nuestro
analisis examinando el comportamiento geométrico de un eje “torcido” y,
a partir de esto, construir un modelo plausible para la deformacién.

— Luego, se incorporan las relaciones tensiéon-deformacion y, finalmente, se
aplican las condiciones de equilibrio.
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2.1 Geometria de deformacion de ejes circulares

2.1 Geometria de deformacién de ejes circulares

o En los desarrollos subsiguientes consideraremos ejes circulares
uniformes hechos de material isotrépico.
e La figura (a) ilustra un eje circular cargado solo por el par M; en
sus extremos. Se muestran las coordenadas cilindricas r, 8, z, que
emplearemos en desarrollos posteriores.

e En la figura (a) se muestra un eje
circular cargado en los extremos
por un par de torsion My que
provoca una rotacion relativa ¢
entre los extremos.

e La figura (b) ilustra el hecho de que
el equilibrio requiere que cada
seccion transversal del eje debe
transmitir el momento de torsién
My oT.
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@ Consideremos los posibles modos de
deformacion aislando un corte de
longitud Az con caras originalmente
planas y normales al eje axial, como
se muestra en la figura.

— Tomamos esta rebanada de algin
lugar cerca del centro del eje para
evitar cualquier posible efecto de
borde.

— Antes de continuar, observamos que cualquier otra porcién tomada de
esta region tendrd una forma original idéntica y estard sujeta al mismo
momento de torsién, por ende podemos esperar que presente la misma
deformacion; es decir, el patrén de deformacion no variara a lo largo de
la longitud del eje.

@ Nuestro objetivo es deducir un modo plausible de deformacion para tal
corte. En este proceso apelaremos al argumento de la simetria.

@ Debido a su forma simple, el andlisis del eje circular es particularmente
“vulnerable” a los argumentos de simetria.
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@ Supongamos, figura (a), que el radio
originalmente recto OA se deformaba
en la linea curva OA’.

— Como el material es isotrépico y el
corte tiene simetria circular alrededor
del eje z, debemos concluir que todos
los radios se deforman en lineas
curvas idénticas, como se ilustra en el
radio OF de la figura (b).

— Ademas, es posible demostrar empleando argumentos de simetria que las
lineas curvas OA’ y OF’ deben estar todas en un plano; es decir, los
extremos del corte permanecen planos durante la deformacién.

— Supongamos que un extremo del corte sobresale o se hunde. La simetria
requeriria que el otro extremo haga lo mismo, pero seria imposible
encajar un nimero arbitrario de cortes deformados para formar un eje
continuo completo.

— Por lo tanto, concluimos que cuando un eje circular se retuerce, sus
secciones transversales deben permanecer planas.
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@ Consideremos a continuacién el corte que se muestra
en la parte superior de la figura. Centramos nuestra
atencioén en la seccion HOABCJ, que es plana antes
de la deformacién.

— Ahora, cuando se aplica el momento de torsion M,
esta seccion se deformard en una forma distorsionada
H'OA'B'CJ.

— Supongamos que las curvaturas de las lineas H'OA’
y B’CJ’ son como se indica en la figura.

— Podemos demostrar que esta suposicién conduce a
una contradiccion al considerar una rebanada
inferior muy cercana H;O1A;, ver figura.

Dado que el nuevo elemento estéd sujeto a la misma deformacion que el

elemento anterior, esperamos que el didmetro A;O1H; se deforme en una

linea curva A} O; H{ con la misma forma que A'OH’.

Tal deformacién, sin embargo, violaria la compatibilidad geométrica ya

que las curvaturas de A101H; y B'CJ’ tienen sentido opuesto. Serfa
imposible unir estos dos elementos cuando se deforman.
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@ A continuacién suponemos que B'C'J’ tiene la
curvatura opuesta, como se indica en la figura (a).
Esto permitiria combinar rebanadas adyacentes.

— Sin embargo, este patréon de deformacién también
conduce a una contradiccién. Para ver esto,
giramos el elemento en la figura (a) alrededor del
eje XX que es perpendicular al elemento
HOABCJ.

— Después de una rotacién de 180° el elemento esta
al revés, como se muestra en la figura (b). Ahora
comparamos la figura (a) con (b).

— Los elementos son de forma y material idénticos y
estan sujetos a cargas idénticas. Por lo tanto,
deben tener deformaciones idénticas.

— Sin embargo, las curvaturas de los didmetros en
los dos elementos son de sentido opuesto.

— Por lo tanto, la suposicién de que las lineas diametrales se deforman en
lineas curvas se descarta por simetria.
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2.1 Geometria de deformacién de ejes circulares

@ Del analisis anterior se tiene como conclusién que el patrén de
deformacion debe ser: “los didmetros rectos se llevan a didmetros rectos
por la deformacion de torsién”, como se muestra en la figura siguiente.

— Para resumir, nuestra aplicacién
repetida del argumento de la simetria
ha establecido que el eje circular
debe deformarse de manera que cada
seccion transversal del plano
originalmente normal al eje
permanezca plana y normal y no se
distorsione dentro de su propio plano.

— Si el didmetro H A permanece recto durante la deformamon entonces la
rotacién de (a) alrededor de X X produce (b) que es idéntico en términos
de deformacion.

— La simetria de la deformacién no descarta una expansién o contraccién
simétrica de la seccién transversal circular o un alargamiento o
acortamiento del cilindro.

— Sin embargo, no parece plausible que tales deformaciones de dilatacién
sean una parte importante de la deformacién debido a un momento de

torsion.
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2.1 Geometria de deformacién de ejes circulares

@ Supondremos provisionalmente que todas las deformaciones
normales desaparecen

er=¢€9=¢€,=0.

— Sobre la base de esta suposicién, llegaremos a una teoria
consistente que cumpla con todos los requisitos de la teoria de la
elasticidad, siempre que la deformacidon por torsion sea pequena.
Lo cual se aplica a la mayoria de los materiales estructurales.

— Para materiales como el caucho, donde son posibles grandes giros,
esta teoria es demasiado simple, y los supuestos anteriores deben
ser reexaminados.

— Suponiendo que las deformaciones axiales desaparecen, el tinico
modo de deformacién posible es uno en el que las secciones
transversales del eje permanecen sin deformarse pero giran una
con respecto a la otra (ver figura siguiente).
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PN DEENSTRGII BRSO RS Gl 2.1 Geometria de deformacién de ejes circulares

— En la figura (a) se muestra una rebanada de longitud Az antes de girar.
Después de girar, la seccion inferior ha girado a través del angulo ¢ y la
seccién superior ha girado a través del dngulo ¢ + Ag, figura (b).

4}/\//1

(a) (b) \l)Mt

— La rotacidn relativa hace que los elementos rectangulares EFGH se
corten en paralelogramos F1FG1H;.
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PN DEENSTRGII BRSO RS Gl 2.1 Geometria de deformacién de ejes circulares

— El angulo recto original EHG se corta en el angulo agudo F1H1G1.

— En el sistema de coordenadas r, 6, z que se muestra en la figura (a), este
tipo de deformacién por corte se denota con el simbolo vy, .

— La magnitud de 7y, viene dada por el valor limite del angulo FyH;FE; en
la figura (b) cuando el tamaiio del elemento se aproxima a cero.

— La geometria de los tridngulos EgH E; y OFEgE; nos permite relacionar
la tension de corte 7y, con el angulo de torsién ¢, es decir
. EoEy i rA¢  do
=1 = lim =r—.
Az—0 HlE() Az—0 Az dz

Y6z

— Es importante enfatizar que esto establece que la tensién de corte varia
en proporcion directa al radio, desde un valor nulo en el centro a un
valor maximo en el exterior, donde r = rg (es decir, el elemento
A1B1C1D; en la figura anterior tiene la mayor tensién de corte).

— Cada segmento de longitud Az se deforma de la misma manera, por lo
que podemos concluir que d¢/dz es una constante a lo largo de una
seccién uniforme del eje sometida a momentos de torsién en los extremos.

— Llamamos d¢/dz el giro por unidad de longitud, o la tasa de giro.
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2.1 Geometria de deformacién de ejes circulares

. Ejes circulares torsionados

— Volviendo a la figura, nuestra suposicion con respecto a la no distorsion
dentro del plano de la seccién transversal implica que el angulo recto
DHG pasa a un angulo recto D1 H1G1 y, por lo tanto, v,.9 = 0.

(T;Mr

o

T p—

(D\N\*

(a) (b) \l)Mr

— Ademss, el dngulo recto EHD pasa al dngulo recto F1 Hy1 Dy (pequenas
deformaciones) debido a nuestra suposicién de que las secciones
transversales planas siguen siendo planas. Esto implica que ~,, = 0.
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The shear strain at points on
the cross section increases linearly
with p,i.e., ¥ = (p/¢)¥Ymax-

(a) (b)
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2.1 Geometria de deformacién de ejes circulares

e Por lo tanto, a partir de la simetria y la suposicién plausible de
que las deformaciones normales son cero, hemos llegado a la
siguiente distribucion de deformaciones:

d
Er =€ =€, =V =Y9=0 y 'VGZ:Td_f- (2‘1)

e Este estado de deformaciones se derivé por medio del anélisis de
una deformacién geométricamente compatible.

@ Un procedimiento alternativo que conduce a las expresiones
anteriores es describir los desplazamientos en términos de
coordenadas cilindricas y obtener las deformaciones de las
ecuaciones diferenciales que relacionan las deformaciones con los
desplazamientos.
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B DI ISERGTIGII ERYCIR TSI T XISl 2.2 Tensiones resultantes

2.2 Tensiones resultantes

e Cabe senalar que al deducir las deformaciones (2.1), la tinica
restriccién impuesta al material era que debia ser isotrépico. Es
decir, dentro de esta restriccién el material puede ser eldstico o
plastico, lineal o no lineal.

e Usando la ley de Hooke en coordenadas cilindricas, encontramos
que los componentes de tensién relacionados con los componentes
de deformacién dados por (2.1) son

do

0r=090=0,=Tr,=Trg =0 vy 79, = Gy, = GT%’ (2.2)

donde G es el mdédulo de corte.
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. Ejes circulares torsionados 2.2 Tensiones resultantes

@ El estado de tensién (2.2) se ilustra en la figura (a), donde 7y, es el tnico
componente de tension que actia sobre el elemento referido a las
coordenadas cilindricas.

@) (b) \l)Mt

@ Los componentes de tensién que actiian sobre una seccién transversal del
eje se muestran en la figura (b).

@ El tnico componente que actia es el componente de esfuerzo cortante
tangencial 7y, cuya magnitud varia linealmente con el radio como se
indica en (2.2).
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2.3 Condiciones de equilibrio

2.3 Condiciones de equilibrio

e El andlisis de las deformaciones y las relaciones
tension-deformacion nos han llevado a una propuesta para la
forma de las distribuciones de deformacién y tensién en un eje
circular sometido a torsién.

e Tanto la deformacién de corte 7y, como la tensién de corte 7y, son
proporcionales a la tasa de torsién d¢/dz, que ain se desconoce.

@ Aun es necesario que las tensiones cumplan con las condiciones de
equilibrio.

e En primer lugar, observamos que la distribucién de tensiones dada
por (2.2) deja la superficie cilindrica externa del eje libre de
tensiones, como debe ser.
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B D SERGTIGIIESCIR TS Te) s Xl 2.3 Condiciones de equilibrio

@ Dentro del eje, cada elemento, como el que se muestra en la Fig. 1(a),
estd en equilibrio porque el esfuerzo cortante 7y, no cambia en la
direccién 0, debido a la simetria; ni en la direccién z, debido a la
uniformidad de la deformacién y al patrén de tensién a lo largo del eje.

QTJMI

(@) (b) ‘l;Mt

Figura 1: (a) Componentes de tensién que actian sobre un elemento pequeno;
(b) distribucién del esfuerzo cortante en la seccién transversal.

@ Por lo tanto, el esfuerzo cortante es el mismo en cada cara z y 6 del
elemento en la Fig. 1(a), y por lo tanto el elemento estd en equilibrio.
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PR D ENG I ESN A i Tel X (Sl 2.3 Condiciones de equilibrio

e En cada seccion transversal del eje, la resultante de la distribucion
de tensiones debe ser igual al momento de torsién aplicado M,.

@ Debido a la simetria rotacional de la distribucién de tensiones que
se muestra en la Fig. 1(b), estd claro que la fuerza resultante debe
ser cero.

e La tnica resultante de la distribucién de tensiones en la Fig. 1(b)
es, por lo tanto, el momento

JRC 23)
A

donde dA es el elemento de drea y la integral debe tomarse sobre
el area de seccién transversal A del eje axial.

Ejercicio 2.1: Muestre que las tensiones (2.2) satisfacen las ecuaciones
de equilibrio en coordenadas cilindricas.
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PR D [SENGTEANI ERCEER A ESSTl e (S 2.4 Tensién y deformacién de un eje circular

2.4 Tension y deformacion de un eje circular

e En las secciones anteriores hemos considerado la geometria de la
deformacion, las relaciones tension-deformacién y los requisitos de
equilibrio de un eje circular torsionado hecho de material isotrépico
que obedece la ley de Hooke, ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.3).

o En esta seccién combinamos estos resultados de una manera que
producira las interrelaciones que son de interés para nosotros:

— la relacién entre ¢ y My,
— la relacién entre 7y, y M.

e Si sustituimos 7y, de (2.2) en la relacién de equilibrio (2.3),
obtenemos

Mt:/ r(7p, dA) = d¢/ 2 dA = G¢z,
A

donde I, = fA r2 dA se denomina momento de inercia polar del
area de la seccion transversal al eje de giro.
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PR D [SENGTEANI ERCEER A ESSTl e (S 2.4 Tensién y deformacién de un eje circular

@ Para un eje de radio r¢ y didmetro d = 2r(, obtenemos
mry  wd*
2 327
@ Por lo tanto, la tasa de giro, d¢/dz, en términos del momento de torsién
aplicado se expresa como

L =

dp M,
dz  GIL
@ Para un eje de longitud L que se carga en los extremos mediante
momentos de torsion, el dngulo total de torsiéon entre los extremos se
obtiene integrando (2.4)

(2.4)

M, ML
= dz = == 2.
°= | aL“= ar (2.5)

donde ¢ esta dado en radianes.

@ Cuando sustituimos d¢/dz de (2.4) en (2.2), obtenemos la tensién en
términos del momento de torsién aplicado

Mt (2.6)

Tz =

I
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2.4 Tensién y deformacién de un eje circular

e Recapitulando, para el problema de la torsién de un eje circular
sélido:

— Los estados de deformacion (2.1) y de tensién (2.2) satisfacen las

ecuaciones fundamentales de elasticidad: equilibrio, compatibilidad
geométrica y la ley de Hooke.

Se ha obtenido la relacién (2.5) entre el momento torsor aplicado
M; y el dngulo de torsién ¢ resultante; y la relacién (2.6) entre el
momento de torsién M; y la distribucién de tensién resultante 7y, .
Se cumple la condicién de borde de no estrés en la superficie
cilindrica exterior. El tinico posible inconveniente de la solucién
ocurre en los extremos del eje.

Para que la solucién obtenida sea valida en los extremos, el
momento de torsién aplicado externamente debe distribuirse
linealmente como se muestra en la Fig. 1(b).

D. Milldn (MoCCATI) Mecédnica de los Sélidos octubre de 2021 32 /51



2

PRSI EERGHIAN BV TR ISTO e i 2.4 Tensién y deformacién de un eje circular

@ Recapitulando, para el problema de la torsién de un eje circular sélido:
— Consideremos como caso practico aquel en el cual M; es aplicado

por una llave Stillson o para tubos (Stillson wrench, Stillson-pattern
wrench, pipe wrench, October 12, 1869, U.S. patent #95,744).

Best Pipe Wrench

AT

o Por el principio de St. Venant la solucién obtenida es una excelente
aproximacién a la distribucién real de tensién y deformacién en la
parte central del eje y serd adecuada dentro a un didmetro o dos de
los extremos.

o Si el eje es razonablemente largo, la estimacién de ¢ no se verd muy
afectada, mientras que no sera posible predecir las tensiones locales
en los extremos.
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2.4 Tensién y deformacién de un eje circular

e Es inusual encontrar una situacién en ingenieria en la que la forma
del cuerpo, la carga impuesta sobre él y las deformaciones
resultantes sean tan simples que se pueda obtener una solucién
exacta de acuerdo con la teoria de la elasticidad tan directamente
como en este caso.

o En el caso de considerar un eje circular como un elemento
estructural, la expresién (2.5) se convierte en la relacién
carga-deformacion del paso [2.1]-3 para el andlisis de cuerpos
deformables.

— A menudo es conveniente emplear la expresion

M, GI,
6 L’
la cual proporciona el momento de torsién por radian de giro.

(2.7)

— La razén GI,/L que depende exclusivamente del material de la barra y
del radio, es andloga a una constante de resorte que proporciona fuerza
de traccién por unidad de longitud de estiramiento, se la denomina
rigidez torsional del eje y a menudo se denota con el simbolo k.
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2.4 Tensién y deformacién de un eje circular
e Ejemplo 2.1: Dos pequenos tornos son impulsados por el mismo motor

a través de un eje de acero de % pulgada de didmetro, como se muestra
en la figura.

100 N

100 N
o /" o

1 cm dia
{ :
—
A

| 10 cm radius

@/ 20N

10 cm radius
T 120 cm I
(a)
120N ' 120N
1 cm dia
_al 4w/
<
A B dBC c z
Ma Wm T
9a8

8 Nm
¢AC/L
(b) 9a8

— Deseamos conocer el esfuerzo cortante maximo en el eje debido a la
torsién y el angulo de torsién entre los dos extremos del eje.
D. Millan (MoC
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2.4 Tensién y deformacién de un eje circular

@ Ejemplo 2.2: Se aplica un par de 70 Nm a un eje de aleacién de
aluminio 2024-0 de 25 mm de didmetro, como se muestra en la figura.

12m
Mg =70Nm

[ 1_(C O
A B o C
LO.G m ! 1.8m !
(@)
Ma 70 Nm Mc
.4_6\ C L I) A}
A B [
(b)
70 Nm
Mar N\ Mc  Mc g o c Me

B Ma
st <0< Si— 6
-
1%
0BA / ¢sc/¢oc
(c)

— Los extremos A y C' del eje estan empotrados y no pueden girar, se desea
conocer el angulo de giro que realiza la seccién transversal central O del
eje.
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2.5 Torsion de ejes huecos

e Si examinamos los argumentos que se usaron para
desarrollar las ecuaciones (2.5) y (2.6) para un eje "7 a A‘
circular sélido, encontraremos que los argumentos :
se aplican con igual validez a un eje circular con
un agujero concéntrico.

e La tnica diferencia es que la integral en (2.3)
ahora se extiende sobre un anillo en lugar de un
circulo completo.

e Por lo tanto, (2.5) y (2.6) describen el
comportamiento del eje circular hueco de la
figura, siempre que el momento polar de inercia

se tome como

1_7%1(17“?>_7rdé(1d?> (2.8)
2 rg 32 dy
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2.5 Torsién de ejes huecos

e Un elemento de material cerca del centro del eje tiene una tension
baja y un brazo de momento pequeno.

e Por lo tanto, un elemento de material cerca del centro del eje,
contribuye menos al momento de torsién que un elemento cerca
del exterior del eje.

o Mads precisamente, la rigidez torsional k£ por unidad de longitud de
un material dado depende solo del momento polar de inercia I,.

e De la relacién (2.8) para I, es claro que el
tamano del agujero interviene solo en i c

(di/do)*.

@ De las expresiones desarrolladas
previamente se tiene que el esfuerzo
cortante maximo (2.6), para un momento
de torsién dado, también depende de la
misma manera del tamano del agujero.
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o Ejemplo 2.3: Considere los dos ejes i
de la figura que poseen secciones a3
transversales cuyo valor de area es
idéntico.

Shaft 1 Shaft 2

torsionados por el mismo momento M;, compare los resultados.

Definimos para cada eje

Eje 1: TI = M&X, » Toz, k1 =

SSNS

Eje 2: To = MiX, ; Thz, ko =

— Por lo tanto, la razén entre las tensiones méaximas es

T2 15
=2 =" =037.
T1 41

Mientras que la relacién entre los valores de rigidez es

ky 41
22 = 2 = 4.56.
ki 9

D. Milldn (MoCCATI) i octubre de 2021

Determine las deformaciones y tensiones maximas cuando ambos ejes son

39 /51



2.5 Torsién de ejes huecos

o Como se mostro en el Ejemplo 2.3 anterior una cantidad dada de
material se usard maés eficientemente en torsién cuando se emplea
un eje hueco.

— No obstante, dado que la construccién de un eje hueco requiere de
mano de obra adicional para perforar un eje sélido del diametro
exterior correcto, puede resultar contraproducente realizar un eje
hueco, excepto en aplicaciones donde el peso sea critico.

— Adicionalmente, existe un limite de la efectividad que se puede
obtener aumentando el didmetro y disminuyendo el grosor de la
pared, manteniendo A=cte.

— Si la pared se hace demasiado delgada, la pared del cilindro corre
riesgo de pandear (colapsar) debido a los esfuerzos de compresién
que actian en la pared, los cuales se presentan a 45° con respecto
al eje del cilindro.
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2.6 Analisis de tensiones en torsion - Estrés Combinado

M,

@ Puede resultar de interés expresar el estado de ¥

tensiones en un sistema coordenado diferente
der,0y z.

@ Para el caso de una barra bajo torsién (ver
figura) es muy ttil emplear el circulo de Mohr.

[o1]=] 2| =| 7|

@ Empleando el circulo de Mohr vemos que las

Direction of Direction of maximum

tensiones principales son oy (traccién) y oo maimam tension compression
(compresién), con magnitudes -
jo1] = o2 = |76 |- 1
T
Z
@ La orientacién del didmetro principal en el circulo 4,
de Mohr es 90° desde el diametro 6 — z. + 2 1
. . . O o
@ Por lo tanto las direcciones principales en el eje o
iz
deben estar a 45° de las direcciones 6 — z.
0

D. Milldn (MoCCATI) Mecédnica de los Sélidos octubre de 2021 41 /51



2.6 Analisis de tensién en torsién - Estrés Combinado

@ Ejemplo 2.4: Considere una tiza.
. Qué sucede si se tuerce?

o Ejemplo 2.5: ;Qué espera observar en los resultados de pruebas de
torsién (a) para un material fragil (hierro fundido gris) y (b) un material
ductil (aleacién de aluminio)?
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2.6 Analisis de tensién en torsién - Estrés Combinado

@ Un eje circular a menudo se somete a deformaciones longitudinales
y de flexién ademads de la torsién.

@ Si bien atin no hemos considerado la distribuciéon de tensiones en
la flexion, estamos familiarizados con cargas axiales simples (de
traccién o compresién) en miembros delgados.

e Por lo tanto, podemos considerar el problema de estrés combinado,
resultante de carga axial y torsién.

o El estado de estrés resultante se obtiene mediante la superposicién
de los efectos individuales.

e El principio de superposicién radica en la linealidad de las
ecuaciones subyacentes a la teoria de la elasticidad lineal.

o Las tensiones y deformaciones aportadas por una forma de carga
no se ven alteradas por la presencia de otro tipo de carga.
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2.6 Analisis de tensién en torsién - Estrés Combinado

@ Ejemplo 2.6: Se posee un eje circular uniforme y
homogéneo sometido simultdneamente a una fuerza de
traccion axial P y un momento de torsién M, como se
muestra en la figura (a).

— Debido al momento de torsién, tenemos la distribucién

Mt T
Tz — .
4 IZ
— Debido a la fuerza de tension se posee una distribucién

uniforme.

— Las consideraciones de simetria conducen al postulado de que las
secciones transversales planas permanecen planas pero se desplazan
uniformemente bajo la carga de traccion.

— Esto implica una distribuciéon uniforme de la deformacion axial y, por lo
tanto, una distribucién uniforme de la tensién axial.

— Para estar en equilibrio con P, la magnitud del esfuerzo axial debe ser

P
0, = —5
wr

R
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2.6 Analisis de tensién en torsién - Estrés Combinado

4 Ejemplo (cont.): estado + L] _ Combined state
. B f st
combinado de estrés. o stress
— Las tensiones individuales se
muestran primero por separado © ‘-FM p
't

(b) y luego se superponen para

representar el estado de tensién . oo P o
combinada sobre un pequeno G T C w3 — T
elemento en la superficie del l T + — l T
eje, (¢), donde r = rg. — ¢ —
(c) L
T
— El método més conveniente para z ,
describir el estado de estrés combinado 2 ¢ A
es empleando los componentes s 20| ) Y%
principales de estrés. 5, G o
— El circulo de Mohr permite obtener las - U
tensiones principales (a), y las P
direcciones principales (b), o3 = 0. @ ()
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. Ejes circulares torsionados

2.7 Energia de deformacién en la torsién

2.7 Energia de deformacién en la torsion

@ Teorema de Catigliano, es una herramienta poderosa para la
determinacién de deformaciones de estructuras complejas. Establece que
cuando actian fuerzas sobre sistemas elasticos lineales, el desplazamiento

correspondiente a cualquier fuerza, puede encontrarse obteniendo la
derivada parcial de la energia de deformacién respecto a esta fuerza.

— “Fuerza” y “Desplazamiento” han de interpretarse con amplitud, ya que
se aplican igualmente a desplazamientos y a momentos angulares.

— Para aplicar el teorema de Castigliano a un sistema lineal-elastico la

energia elastica total U se debe expresar en términos de cargas.

— Siendo la deflexion §; respecto del punto de aplicacién de una carga

particular P; dada por laderivada parcial

— Es decir, de forma equivalente

ou
ou
¢i - Ma

donde ¢; es el angulo de rotacién sobre el eje del momento M;.
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2.7 Energia de deformacién en la torsién

e En la Unidad 3-B, Seccién 2.5 (pag. 36) se desarrolla una férmula
para la energia de deformacién en un cuerpo linealmente elastico
sometido a una distribucién arbitraria de tensiéon y deformacion,

1
U:/a:st.
2 )y

@ En esta seccién aplicamos ese resultado especificamente al caso de
torsién de miembros circulares y consideramos un ejemplo del
teorema de Castigliano aplicado a la deformacion torsional.

o En la torsién de un eje elastico isotropico de seccidn transversal
circular, la energia de deformacion total se reduce a

1
U= / T0276z dv,
2 Jv

donde la integracion esté sobre el volumen V' del eje.
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VAN N EERG AN ESTERTS ST e L 2.7 Energia de deformacién en la torsién

e Tomando vy, = 79,/G e introduciendo (2.6), encontramos

1 [ 1 (Mr\® 1 [ M2 )
v 2/VG(IZ) ), @ [ rhas

donde las integraciones se realizan sobre la longitud L y el area de
secciéon transversal A del eje.

e Dado que la dltima integral en A representa el momento polar de
inercia I, la energia de deformacién torsional es

2
vt [ M. (2.9)

" 2/),GL
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2.7 Energia de deformacién en la torsién

e La Ec. (2.9) también puede derivarse considerando cada corte
diferencial de espesor dz del eje para que actie como un resorte
torsional.

@ Si los valores finales del momento de torsion y el angulo de torsién
son M; y ¢ respectivamente, el trabajo realizado durante un
proceso de carga en el que estos crecen en proporcién es

dU = —Mt dp = lMt‘;‘b

e Cuando d¢/dz se sustituye por (2.4) y el resultado se integra a lo
largo del eje, obtenemos nuevamente (2.9).
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